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Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà
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Ãëàâà 1

Ìíîæåñòâà è îòíîøåíèÿ

�1 Àëãåáðà ìíîæåñòâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî-óíèâåðñóì. Îïðåäåëèì âêëþ-
÷åíèå ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A ⊆ B
def⇔ (∀a ∈ A)(x ∈ A⇒ x ∈ B).

Áóäåì îáîçíà÷àòü P(S) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S.
Îäíèì èç ñïîñîáîâ èçîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììû Âåííà. Áàçèñíûå äèàãðàììû
äëÿ ìíîæåñòâ S, ∅ è A ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.1�1.3.
Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè (A,B ∈P(S)):

1. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ (ðèñ. 1.4):

A ∩B def
= {x ∈ S : x ∈ AAND x ∈ B}.

2. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ (ðèñ. 1.5):

A ∪B def
= {x ∈ S : x ∈ AOR x ∈ B}.

3. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà (ðèñ. 1.6):

A
def
= {x ∈ S : x /∈ A}.

Îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè òåîðåòèêî-ìíîæå-
ñòâåííûìè îïåðàöèÿìè.
Ðàññìîòðèì íàáîð ïîäìíîæåñòâ A ⊆P(S). Ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè

(∀A,B ∈ A )(A ∩B ∈ A ).

S

Ðèñ. 1.1: Äèàãðàììà äëÿ
óíèâåðñóìà S

S

Ðèñ. 1.2: Äèàãðàììà äëÿ
ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅

S

A

Ðèñ. 1.3: Äèàãðàììà äëÿ
ìíîæåñòâà A ⊂ S

2



ÃËÀÂÀ 1. ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ È ÎÒÍÎØÅÍÈß 3

S

A B

Ðèñ. 1.4: Äèàãðàììà Âåííà
äëÿ A ∩B

S

A B

Ðèñ. 1.5: Äèàãðàììà Âåííà
äëÿ A ∪B

S

A

Ðèñ. 1.6: Äèàãðàììà Âåííà
äëÿ A

Ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, åñëè

(∀A,B ∈ A )(A ∪B ∈ A ).

Ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ, åñëè(
∀A ∈ A

) (
A ∈ A

)
.

Àëãåáðîé ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà(
A ,∩,∪, ,∅, S

)
,

ãäå íàáîð ìíîæåñòâ A ⊆P(S) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ
è ñîäåðæèò â ñåáå ∅ è S.
Ïðèìåðû àëãåáð.

1. Òîòàëüíàÿ àëãåáðà
(
P(S),∩,∪, ,∅, S

)
.

2. Òðèâèàëüíàÿ àëãåáðà
(
{∅, S},∩,∪, ,∅, S

)
.

3. Àëãåáðà
({

∅, S, A,A
}
,∩,∪, ,∅, S

)
, ïîðîæä¼ííàÿ ïîäìíîæåñòâîì A ⊂ S.

Òåîðåìà 1 (îñíîâíûå òîæäåñòâà àëãåáðû ìíîæåñòâ).

1. Çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè:

(a) X ∩X = X.

(b) X ∪X = X.

2. Çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè:

(a) X ∩ Y = Y ∩X.

(b) X ∪ Y = Y ∪X.

3. Çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè:

(a) X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩ Z.
(b) X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪ Z.

4. Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ:

(a) X ∩ (X ∪ Y ) = X.

(b) X ∪ (X ∩ Y ) = X.

5. Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè:
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(a) X ∩ (Y ∪ Z) = X ∩ Y ∪X ∩ Z.
(b) X ∪ (Y ∩ Z) = X ∪ Y ∩X ∪ Z.

6. Äåéñòâèÿ ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì è óíèâåðñóìîì:

(a) X ∩∅ = ∅, X ∪∅ = X.

(b) X ∩ S = X, X ∪ S = S.

7. Çàêîíû äîïîëíåíèÿ:

(a) X ∩X = ∅.
(b) X ∪X = S.

8. Çàêîí äâîéíîãî äîïîëíåíèÿ: X = X.

9. Çàêîíû äå Ìîðãàíà:

(a) X ∩ Y = X ∪ Y .
(b) X ∪ Y = X ∩ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Î÷åâèäíî.

2. Î÷åâèäíî.

3. (a) Äîêàæåì ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Âåííà.
Ïîñòðîèì äèàãðàììû Âåííà äëÿ ëåâîé (ðèñ. 1.7�1.8) è ïðàâîé (ðèñ. 1.9�1.10) ÷àñòåé
òîæäåñòâà.

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.7: Y ∩ Z

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.8: X ∩ (Y ∩ Z)

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.9: X ∩ Y

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.10: (X ∩ Y ) ∩ Z

(b) Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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S

X Y

Ðèñ. 1.11: X ∪ Y

S

X Y

Ðèñ. 1.12: X ∩ (X ∪ Y )

S

X Y

Ðèñ. 1.13: X

4. (a) Äèàãðàììû Âåííà äëÿ ëåâîé ÷àñòè � ðèñ. 1.11�1.12, äëÿ ïðàâîé � ðèñ. 1.13 1.

(b) Àíàëîãè÷íî.

5. (a) Ëåâàÿ ÷àñòü � ðèñ. 1.14�1.15. Ïðàâàÿ ÷àñòü � ðèñ. 1.16�1.18.

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.14: Y ∪ Z

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.15: X ∩ (Y ∪ Z)

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.16: X ∩ Y

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.17: X ∩ Z

S

X

Y Z

Ðèñ. 1.18: (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)

(b) Àíàëîãè÷íî.

6. Î÷åâèäíî.

7. Î÷åâèäíî.

8. Î÷åâèäíî.

1Ïðàâèëî: ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîæäåñòâ íà êàæäîé äèàãðàììå íóæíî ðèñîâàòü âñå ìíîæåñòâà,

ïðèñóòñòâóþùèå â òîæäåñòâå.
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9. (a) Ëåâàÿ ÷àñòü � ðèñ. 1.19�1.20. Ïðàâàÿ ÷àñòü � ðèñ. 1.21�1.23.

S

X Y

Ðèñ. 1.19: X ∩ Y

S

X Y

Ðèñ. 1.20: X ∩ Y

S

X Y

Ðèñ. 1.21: X

S

X Y

Ðèñ. 1.22: Y

S

X Y

Ðèñ. 1.23: X ∪ Y

(b) Àíàëîãè÷íî.

Îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ, îïðåäåë¼ííûå â àëãåáðå ìíîæåñòâ, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà áåñêîíå÷íûå íàáîðû ìíîæåñòâ: åñëè (Ai)i∈I ⊆P(S), òî⋂

i∈I

Ai
def
=
{
x ∈ S : (∀i ∈ I)(x ∈ Ai)

}
,

⋃
i∈I

Ai
def
=
{
x ∈ S : (∃i ∈ I)(x ∈ Ai)

}
.

Â ýòîì ñëó÷àå ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà. Äåéñòâèòåëüíî,

x ∈
⋂
i∈I

Ai ⇔ ¬

(
x ∈

⋂
i∈I

Ai

)
⇔ ¬

(
(∀i ∈ I)(x ∈ Ai)

)
⇔
(
∃i ∈ I

) (
x ∈ Ai

)
⇔ x ∈

⋃
i∈I

Ai.

Êðîìå îñíîâíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ìîæíî ââåñòè äâå äîïîëíèòåëüíûå:

S

A B

Ðèñ. 1.24: A−B

S

A B

Ðèñ. 1.25: A4B
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1. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ (ðèñ. 1.24):

A−B def
= A ∩B.

2. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ (ðèñ. 1.25):

A4B
def
=
(
A ∩B

)
∪
(
A ∩B

)
.

Òåîðåìà 2 (ñâîéñòâà ðàçíîñòè è ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè).

1. X − (Y − Z) = (X − Y ) ∪ (X ∩ Z).

2. X − (Y ∩ Z) = (X − Y ) ∪ (X − Z).

3. X − (Y ∪ Z) = (X − Y ) ∩ (X − Z).

4. X 4 (Y 4 Z) = (X 4 Y )4 Z.

5. X 4 Y = Y 4X.

6. (X 4 Y ) ∩ Z = (X ∩ Z)4 (Y ∩ Z).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Âåííà.

�2 Àëãåáðà ëîãèêè

Àëãåáðîé ëîãèêè íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà

B2 = (B2, ·,+,′ , 0, 1),

ãäå B2 = {0, 1}, à îïåðàöèè ·, +, ′ îïðåäåëåíû ñîãëàñíî òàáëèöàì:

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Òàáëèöà 1.1: Ëîãè÷åñêîå
óìíîæåíèå

+ 0 1
0 0 1
1 1 1

Òàáëèöà 1.2: Ëîãè÷åñêîå
ñëîæåíèå

x 0 1
x′ 1 0

Òàáëèöà 1.3: Ëîãè÷åñêîå
äîïîëíåíèå

Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó îïåðàöèÿìè àëãåáðû ëîãèêè è ëîãè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè. Åñëè λ(p) �
ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ p, ò.å.

λ(p) =

{
1, åñëè p èñòèííî,

0, åñëè p ëîæíî,

òî λ(pAND q) = λ(p) · λ(q), λ(pOR q) = λ(p) + λ(q), λ(¬p) =
(
λ(p)

)′
.

Òåîðåìà 1 (îñíîâíûå òîæäåñòâà àëãåáðû ëîãèêè).

1. Èäåìïîòåíòíîñòü:

(a) x · x = x.

(b) x+ x = x.
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2. Êîììóòàòèâíîñòü:

(a) x · y = y · x.
(b) x+ y = y + x.

3. Àññîöèàòèâíîñòü:

(a) x(yz) = (xy)z.

(b) x+ (y + z) = (x+ y) + z.

4. Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ:

(a) x(x+ y) = x.

(b) x+ xy = x.

5. Äèñòðèáóòèâíîñòü:

(a) x(y + z) = xy + xz.

(b) x+ yz = (x+ y)(x+ z).

6. Äåéñòâèÿ ñ 0 è 1:

(a) x0 = 0, x+ 0 = x.

(b) x1 = x, x+ 1 = 1.

7. Çàêîíû äîïîëíåíèÿ:

(a) xx′ = 0.

(b) x+ x′ = 1.

8. Çàêîí äâîéíîãî äîïîëíåíèÿ: (x′)′ = x.

9. Çàêîíû äå Ìîðãàíà:

(a) (xy)′ = x′ + y′.

(b) (x+ y)′ = x′y′.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ïðè ïîìîùè òàáëèö. Äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó,
áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé òîæäåñòâà. Åñëè äëÿ âñåõ íàáîðîâ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâíû, òî ñ÷èòàåì òîæäåñòâî äîêàçàííûì.
Äëÿ ïðèìåðà äîêàæåì 5a.

x y z y + z x(y + z) xy xz xy + xz

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Àëãåáðà ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííûõ ñ
êîìïüþòåðíîé òåõíèêîé. Âñå êîíñòðóêöèè ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ñíà÷àëà âûðàæàþòñÿ â
òåðìèíàõ àëãåáðû ëîãèêè, çàòåì ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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�3 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè è âåêòîðû

Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χA : S → B2 ïîäìíîæåñòâà A óíèâåðñóìà S:

χA(x) =

{
1, åñëè x ∈ A;
0, åñëè x /∈ A.

Ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäìíîæåñòâ óíèâåðñóìà S

X(S) = {χA : A ⊆ S}.

Îïåðàöèè íàä õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè:

1. Óìíîæåíèå:
(χA · χB)(x)

def
= χA(x) · χB(x).

2. Ñëîæåíèå:
(χA + χB)(x)

def
= χA(x) + χB(x).

3. Äîïîëíåíèå:

χ′A(x)
def
=
(
χA(x)

)′
.

Àëãåáðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà S íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà(
X(S), ·,+,′ ,0,1

)
.

Òåîðåìà 1.

1. χA = χB ⇔ A = B.

2. χAχB = χA∩B.

3. χA + χB = χA∪B.

4. χ′A = χA.

5. 0 = χ∅.

6. 1 = χS.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàâåíñòâà äâóõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî çíà÷åíèå 1 îäíà èç ôóíêöèé ïðèíèìàåò â
òåõ æå òî÷êàõ, ÷òî è äðóãàÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì 2:

(χAχB)(x) = 1⇔ χA(x)χB(x) = 1⇔ χA(x) = 1AND χB(x) = 1⇔ x ∈ AAND x ∈ B ⇔
x ∈ A ∩B ⇔ χA∩B(x) = 1.

Åñëè óíèâåðñóì S = {s1, . . . , sn}, òî ìíîæåñòâî A ⊆ S ìîæíî çàêîäèðîâàòü äâîè÷íûì âåêòîðîì(
χA(s1), . . . , χA(sn)

)
.

Òåîðåìà 2. Åñëè |S| = n, òî |P(S)| = 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîäìíîæåñòâà óíèâåðñóìà âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êîäèðóþùèì èõ äâîè÷íûì âåê-
òîðàì. ×èñëî äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n ðàâíî 2n, ïîýòîìó ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ òàêæå ðàâíî 2n.
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�4 Àëãåáðà îòíîøåíèé

1 Îòíîøåíèÿ

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A×B def
=
{

(a, b) : a ∈ AAND b ∈ B
}
.

Åñëè a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B, òî

(a1, b1) = (a2, b2)
def⇔ a1 = a2 AND b1 = b2.

Åñëè |A| = m, |B| = n, òî |A×B| = mn.
Îòíîøåíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèÿ A×B. ×èñëî
âñåõ âîçìîæíûõ îòíîøåíèé ìåæäó A è B ðàâíî |P(A × B)| = 2mn. Äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ ρ
âûïîëíÿåòñÿ

∅ ⊆ ρ ⊆ A×B.
Íàä îòíîøåíèÿìè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü îñíîâíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó ìíîæåñòâ(

P(A×B),∩,∪, ,∅, A×B
)
.

Åñëè (a, b) ∈ ρ, òî ãîâîðÿò, ÷òî a íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ b.

2 Îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè

Íàä îòíîøåíèÿìè ìîæíî ââåñòè äâå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè.

1. Óìíîæåíèå îòíîøåíèé.
Åñëè ρ ⊆ A×B, σ ⊆ B × C, òî

ρ ◦ σ def
=
{

(a, c) :
(
∃b ∈ B

)(
(a, b) ∈ ρAND (b, c) ∈ σ

)}
⊆ A× C.

Òåîðåìà 1 (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ). Åñëè ρ ⊆ A×B, σ ⊆ B × C, τ ⊆ C ×D, òî

ρ ◦ (σ ◦ τ) = (ρ ◦ σ) ◦ τ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
σ ◦ τ ⊆ B × D, ρ ◦ (σ ◦ τ) ⊆ A × D. ρ ◦ σ ⊆ A × C, (ρ ◦ σ) ◦ τ ⊆ A × D. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâà ρ ◦ (σ ◦ τ) è (ρ ◦σ) ◦ τ èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó. Ïîêàæåì, ÷òî îíè ñîñòîÿò
èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ.

(a, d) ∈ ρ ◦ (σ ◦ τ)⇔
(
∃b ∈ B

)(
(a, b) ∈ ρAND (b, d) ∈ σ ◦ τ

)
⇔(

∃b ∈ B
)(

(a, b) ∈ ρAND
(
∃c ∈ C

)(
(b, c) ∈ σ AND (c, d) ∈ τ

))
⇔(

∃b ∈ B
)(
∃c ∈ C

)(
(a, b) ∈ ρAND (b, c) ∈ σ AND (c, d) ∈ τ

)
⇔(

∃c ∈ C
)((
∃b ∈ B

)(
(a, b) ∈ ρAND (b, c) ∈ σ

)
AND (c, d) ∈ τ

)
⇔(

∃c ∈ C
)(

(a, c) ∈ ρ ◦ σ AND (c, d) ∈ τ
)
⇔ (a, d) ∈ (ρ ◦ σ) ◦ τ.

Òîæäåñòâåííûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå

∆A =
{

(x, y) ∈ A× A : x = y
}
.
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Òåîðåìà 2 (íåéòðàëüíîñòü òîæäåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ). Åñëè ρ ⊆ A×B, òî

∆A ◦ ρ = ρ = ρ ◦∆B.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ∆A ◦ ρ ⊆ A×B.

(a, b) ∈ ∆A ◦ ρ⇔
(
∃x ∈ A

)(
(a, x) ∈ ∆A AND (x, b) ∈ ρ

)
⇔

(a, a) ∈ ∆A AND (a, b) ∈ ρ⇔ (a, b) ∈ ρ.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ρ = ρ ◦∆B.

2. Îáðàùåíèå îòíîøåíèé.
Åñëè ρ ⊆ A×B, òî

ρ−1
def
=
{

(b, a) ∈ B × A : (a, b) ∈ ρ
}
.

Òåîðåìà 3 (ñâîéñòâà îáðàùåíèÿ). Åñëè ρ ⊆ A×B, σ ⊆ B × C, òî

(a) (ρ−1)−1 = ρ.

(b) (ρ ◦ σ)−1 = σ−1 ◦ ρ−1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(a) Î÷åâèäíî.

(b) Ïðîâåä¼ì ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ:

(c, a) ∈ (ρ ◦ σ)−1 ⇔ (a, c) ∈ ρ ◦ σ ⇔
(
∃b ∈ B

)(
(a, b) ∈ ρAND (b, c) ∈ σ

)
⇔(

∃b ∈ B
)(

(c, b) ∈ σ−1 AND (b, a) ∈ ρ−1
)
⇔ (c, a) ∈ σ−1 ◦ ρ−1.

3 Àëãåáðà îòíîøåíèé

Îòíîøåíèå ρ ⊆ A × B íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè A = B. Åñëè óíèâåðñóì S 6= ∅, òî íàáîð
ìíîæåñòâ P(S × S) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, à
òàêæå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è îáðàùåíèÿ îòíîøåíèé.
Àëãåáðîé îòíîøåíèé íà S íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà(

R,∩,∪, ◦, ,−1 ,∅, S × S,∆S

)
,

ãäå íàáîð ìíîæåñòâ R ⊆ P(S × S) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé è ñîäåðæèò â ñåáå
ìíîæåñòâà ∅, S × S, ∆S.

4 Ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîøåíèé

Â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîøåíèé:

1. Ãðàôû.
Åñëè S = {s1, . . . , sn}, òî îòíîøåíèþ ρ ⊆ S × S ñîîòâåòñòâóåò îðãðàô G(ρ), âåðøèíû
êîòîðîãî îáîçíà÷åíû s1, . . . , sn, ïðè÷¼ì äóãà èç âåðøèíû si ïðîõîäèò â âåðøèíó sj òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (si, sj) ∈ ρ. È íàîáîðîò, åñëè äàí îðãðàô G ñ n âåðøèíàìè, òî
åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü îòíîøåíèå ρ(G) íà ìíîæåñòâå âåðøèí. Ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, ò.å.

ρ
(
G(ρ)

)
= ρ,

G
(
ρ(G)

)
≡ G.
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2. Äâîè÷íûå áóëåâû ìàòðèöû.
Åñëè S = {s1, . . . , sn}, ρ ⊆ S × S, òî îòíîøåíèþ ρ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ìàòðèöó M(ρ) ðàçìåðà n× n òàêóþ, ÷òî

[M(ρ)]ij =

{
1, åñëè (si, sj) ∈ ρ;
0, åñëè (si, sj) /∈ ρ.

Îáðàòíî, êàæäîé ìàòðèöå M ñ ýëåìåíòàìè èç B2 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îòíî-
øåíèå ρ(M). Åñëè ïîìåòèòü ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöûM ýëåìåíòàìè èç S, òî (si, sj) ∈ ρ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mij = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòðèöàìè M è îòíîøåíèÿìè ρ.

Îáîçíà÷èì çàMn ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ áóëåâûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè n×n íàä óíèâåðñóìîì
S = {s1, . . . , sn}. Â ìíîæåñòâå Mn ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå îïåðàöèè è îáúåêòû (M,N ∈Mn):

1. Ïåðåñå÷åíèå ìàòðèö:
(M ∧N)ij = Mij ·Nij.

2. Ñëîæåíèå:
(M +N)ij = Mij +Nij.

3. Óìíîæåíèå:

(M ·N)ik =
n∑

j=1

Mij ·Njk.

4. Äîïîëíåíèå:
(M ′)ij = (Mij)

′.

5. Òðàíñïîíèðîâàíèå:
(MT)ij = Mji.

6. Íóëåâàÿ ìàòðèöà:
0ij = 0.

7. Òîòàëüíàÿ ìàòðèöà:
1ij = 1.

8. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà:

Eij =

{
1, åñëè i = j;

0, åñëè i 6= j.

Òîãäà àëãåáðîé äâîè÷íûõ áóëåâûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè n× n íàçîâ¼ì ñèñòåìó(
Mn,∧,+, ·,′ ,T ,0,1, E

)
.

Òåîðåìà 4 (ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé äâîè÷íûìè áóëåâûìè ìàòðèöàìè). Âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå

ρ↔M(ρ)

ìåæäó îòíîøåíèÿìè íà n-ýëåìåíòíîì óíèâåðñóìå è äâîè÷íûìè áóëåâûìè ìàòðèöàìè ðàç-
ìåðíîñòè n× n íàä ýòèì óíèâåðñóìîì ñîãëàñîâàíî ñî âñåìè îïåðàöèÿìè àëãåáðû îòíîøåíèé(

R,∩,∪, ◦, ,−1 ,∅, S × S,∆S

)
è îïåðàöèÿìè àëãåáðû ìàòðèö (

Mn,∧,+, ·,′ ,T ,0,1, E
)

â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
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1. M(ρ ∩ σ) = M(ρ) ∧M(σ).

2. M(ρ ∪ σ) = M(ρ) +M(σ).

3. M(ρ ◦ σ) = M(ρ)M(σ).

4. M(ρ) = M ′(ρ).

5. M(ρ−1) =
(
M(ρ)

)T
.

6. M(∅) = 0.

7. M(S × S) = 1.

8. M(∆S) = E.

Èíûìè ñëîâàìè, àëãåáðà îòíîøåíèé è àëãåáðà ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ðåà-
ëèçàöèÿìè îäíîãî è òîãî æå àáñòðàêòíîãî îáúåêòà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ðàâåíñòâàõ 1�8 â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñòîÿò äâîè÷íûå ìàòðèöû. Ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü
èõ ðàâåíñòâî, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî åäèíèöû â íèõ ñòîÿò íà îäíèõ è òåõ æå ìåñòàõ
(â îñòàëüíûõ áóäóò íóëè).

1.

[M(ρ ∩ σ)]ij = 1⇔ (si, sj) ∈ ρ ∩ σ ⇔
(
(si, sj) ∈ ρAND (si, sj) ∈ σ

)
⇔

[M(ρ)]ij = 1AND [M(σ)]ij = 1⇔ [M(ρ)]ij[M(σ)]ij = 1⇔ [M(ρ) ∧M(σ)]ij = 1.

Òàêèì îáðàçîì, M(ρ ∩ σ) = M(ρ) ∧M(σ).

2. Àíàëîãè÷íî.

3.

[M(ρ ◦ σ)]ik = 1⇔ (si, sk) ∈ ρ ◦ σ ⇔
(
∃j
)(

(si, sj) ∈ ρAND (sj, sk) ∈ σ
)
⇔(

∃j
)(

[M(ρ)]ij = 1AND [M(σ)]jk = 1
)
⇔

n∑
j=1

[M(ρ)]ij[M(σ)]jk = 1⇔ [M(ρ)M(σ)]ik = 1.

4. Î÷åâèäíî.

5. Î÷åâèäíî.

6. Î÷åâèäíî.

7. Î÷åâèäíî.

8. Î÷åâèäíî.
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5 Òèïû îòíîøåíèé

Äàí êîíå÷íûé óíèâåðñóì S. Íà í¼ì âîçìîæíû ñëåäóþùèå òèïû îòíîøåíèé.

1. Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè(
∀x ∈ S

)(
(x, x) ∈ ρ

)
.

Â ãðàôå G(ρ) êàæäàÿ âåðøèíà èìååò ïåòëþ. Â ìàòðèöå M(ρ) âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé
äèàãîíàëè ðàâíû åäèíèöå.

2. Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ èððåôëåêñèâíûì, åñëè(
∃x ∈ S

)(
(x, x) /∈ ρ

)
.

Â ãðàôå G(ρ) õîòÿ áû îäíà âåðøèíà íå èìååò ïåòëè. Â ìàòðèöåM(ρ) õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò
ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâåí 0.

3. Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè(
∀x ∈ S

)(
(x, x) /∈ ρ

)
.

Â ãðàôå G(ρ) íåò ïåòåëü. Â ìàòðèöå M(ρ) âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû íóëþ.

4. Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè(
∀x ∈ S

)(
∀y ∈ S

)(
(x, y) ∈ ρ⇒ (y, x) ∈ ρ

)
.

Â ãðàôå G(ρ) êàæäàÿ äóãà ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè èìååò âñòðå÷íóþ äóãó ìåæäó òåìè
æå âåðøèíàìè. Ìàòðèöà M(ρ) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

5. Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ àñèììåòðè÷íûì, åñëè(
∃x ∈ S

)(
∃y ∈ S

)(
(x, y) ∈ ρAND (y, x) /∈ ρ

)
.

Â ãðàôå G(ρ) íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà äóãà áåç âñòðå÷íîé äóãè. Â ìàòðèöå M(ρ) õîòÿ áû
îäíà åäèíèöà èìååò 0 íà ñèììåòðè÷íîì åé îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè ìåñòå.

6. Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè(
∀x ∈ S

)(
∀y ∈ S

)(
(x, y) ∈ ρAND (y, x) ∈ ρ⇒ x = y

)
.

Â ãðàôå G(ρ) òîëüêî ïåòëè èìåþò âñòðå÷íûå äóãè (ñåáÿ). Â ìàòðèöå M(ρ) âíå ãëàâíîé
äèàãîíàëè êàæäàÿ åäèíèöà èìååò íà ñèììåòðè÷íîì åé ìåñòå 0.

7. Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè(
∀x ∈ S

)(
∀y ∈ S

)(
∀z ∈ S

)(
(x, y) ∈ ρAND (y, z) ∈ ρ⇒ (x, z) ∈ ρ

)
.

Åñëè â ãðàôå G(ρ) ìåæäó âåðøèíàìè x è z åñòü ïóòü èç äâóõ äóã, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé y,
òî åñòü äóãà èç x â z. Äëÿ ìàòðèö íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîãî îïèñàíèÿ òðàíçèòèâíîñòè.
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�5 Ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèÿ

Îòíîøåíèå ε íà S íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììå-
òðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Áóäåì ïèñàòü x ∼ y, åñëè (x, y) ∈ ε. Òîãäà àêñèîìû ýêâèâàëåíòíîñòè
âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. x ∼ x.

2. x ∼ y ⇒ y ∼ x.

3. x ∼ y AND y ∼ z ⇒ x ∼ z.

Êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ ε, ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòó x, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ε(x)
def
= {y ∈ S : x ∼ y}.

Ëåììà 1. (s, t) ∈ ε⇔ ε(s) = ε(t).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü (s, t) ∈ ε è u ∈ ε(s).

(s, t) ∈ εAND u ∈ ε(s)⇒ (s, t) ∈ εAND (s, u) ∈ ε⇔ (t, s) ∈ εAND (s, u) ∈ ε⇒ (t, u) ∈ ε⇒
u ∈ ε(t)⇒ ε(s) ⊆ ε(t).

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî ε(t) ⊆ ε(s), îòêóäà ε(s) = ε(t).
Äîñòàòî÷íîñòü.

Åñëè t ∈ ε(t), òî t ∈ ε(s), ò.å. (s, t) ∈ ε.

Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ
Π = (Ai)i∈I , Ai ⊆ S

íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà S, åñëè

1. ⋃
i∈I

Ai = S;

2.
(∀i, j)(i 6= j ⇒ Ai ∩ Aj = ∅).

Ìíîæåñòâà Ai â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ Π-áëîêàìè ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 2 (îñíîâíàÿ òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòÿõ).

1. Åñëè ε � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå S, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ ε îáðàçóåò ðàçáèåíèå Π(ε) íà S.

2. Åñëè Π � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S, òî ìíîæåñòâî

ε(Π) =
{

(x, y) ∈ S × S : x è y íàõîäÿòñÿ â îäíîì Π-áëîêå
}

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà ìíîæåñòâå S.

3. ε
(
Π(ε)

)
= ε, Π

(
ε(Π)

)
= Π.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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1. Ïîêàæåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ε îáðàçóåò ðàçáèåíèå. Îòíîøåíèå ε ðåô-
ëåêñèâíî, ò.å. (

∀s ∈ S
)(
s ∈ ε(s)

)
,

ïîýòîìó ⋃
s∈S

ε(s) = S.

Ïîêàæåì, ÷òî êëàññû, èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñîâïàäàþò.

ε(s) ∩ ε(t) 6= ∅⇒
(
∃u ∈ S

)(
u ∈ ε(s)AND u ∈ ε(t)

)
⇒
(
∃u ∈ S

)(
(s, u) ∈ εAND (t, u) ∈ ε

)
⇒(

∃u ∈ S
)(

(s, u) ∈ εAND (u, t) ∈ ε
)
⇒ (s, t) ∈ ε⇒ ε(s) = ε(t).

2. Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ïîñòðîåííîãî îòíîøåíèÿ ε(Π) î÷åâèäíû. Äîêàæåì
òðàíçèòèâíîñòü:

(x, y) ∈ ε(Π)AND (y, z) ∈ ε(Π)⇒ y ∈ ε(x)AND (z, y) ∈ ε(Π)⇒ y ∈ ε(x)AND y ∈ ε(z)⇒
ε(x) ∩ ε(z) 6= ∅⇒ ε(x) = ε(z)⇒ (x, z) ∈ ε(Π).

3. Âèäíî ïî ïîñòðîåíèþ.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà S îáðàçóåò ìíîæåñòâî E(S), êîòîðîå ñîäåðæèò îòíî-
øåíèÿ ∆S è S × S.

Ñðåçû

Äàíî îòíîøåíèå ρ ⊆ A×B. Ñðåçîì îòíîøåíèÿ ρ ÷åðåç ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ρ(a)
def
=
{
b ∈ B : (a, b) ∈ ρ

}
,

à ñðåçîì ÷åðåç ïîäìíîæåñòâî X ⊆ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ρ(X)
def
=
⋃
x∈X

ρ(x).

Ïåðâîé ïðîåêöèåé îòíîøåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

pr1 ρ
def
=
{
a ∈ A :

(
∃b ∈ B

)(
(a, b) ∈ ρ

)}
,

âòîðîé ïðîåêöèåé � ìíîæåñòâî

pr2 ρ
def
=
{
b ∈ B :

(
∃a ∈ A

)(
(a, b) ∈ ρ

)}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ ïðîåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåç îòíîøåíèÿ ÷åðåç ïåðâóþ ïðîåêöèþ:

pr2 ρ = ρ(pr1 ρ),

à òàêæå
pr2 ρ = ρ(A).

Îòíîøåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî âèäó ñðåçîâ:

1. 1-ïîëíîå îòíîøåíèå ìåæäó A è B:
pr1 ρ = A.
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2. 2-ïîëíîå îòíîøåíèå ìåæäó A è B:
pr2 ρ = B.

3. Ïîëíîå îòíîøåíèå:
pr1 ρ = AAND pr2 ρ = B.

4. Îäíîçíà÷íîå (ôóíêöèîíàëüíîå) îòíîøåíèå:(
∀a ∈ A

)(
(a, b1) ∈ ρAND (a, b2) ∈ ρ⇒ b1 = b2

)
.

5. Îòîáðàæåíèå (îäíîçíà÷íîå è 1-ïîëíîå îòíîøåíèå):

ρ : A→ B.

6. Èíúåêòèâíîå (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) îòîáðàæåíèå:(
∀a1, a2 ∈ A

)(
ρ(a1) = ρ(a2)⇒ a1 = a2

)
.

7. Ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå:
pr2 ρ = B.

8. Áèåêòèâíîå (èíúåêòèâíîå è ñþðúåêòèâíîå) îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 3 (ñðåç ïðîèçâåäåíèÿ). Åñëè ρ ⊆ A×B, σ ⊆ B × C, òî äëÿ âñåõ a ∈ A

(ρ ◦ σ)(a) = σ
(
ρ(a)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âèäíî, ÷òî (ρ ◦ σ)(a) ⊆ C è σ

(
ρ(a)

)
.

c ∈ (ρ ◦ σ)(a)⇔ (a, c) ∈ ρ ◦ σ ⇔
(
∃b ∈ B

)(
(a, b) ∈ ρAND (b, c) ∈ σ

)
⇔(

∃b ∈ B
)(
b ∈ ρ(a)AND (b, c) ∈ σ

)
⇔
(
∃b ∈ ρ(a)

)(
(b, c) ∈ σ

)
⇔ c ∈ σ

(
ρ(a)

)
.

Ôàêòîðìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà S ïî îòíîøåíèþ ε èç E(S) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ε-êëàññîâ S/ε.
Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

nat ε : S → S/ε

êàæäîìó ýëåìåíòó s ∈ S ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êëàññ ε(s).

�6 Îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà

Îòíîøåíèå ω íà ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàí-
çèòèâíî è àíòèñèììåòðè÷íî.
Ãðàô îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà èìååò ñâîéñòâà:

1. Â êàæäîé âåðøèíå åñòü ïåòëÿ.

2. Â ãðàôå íåò âñòðå÷íûõ äóã (êðîìå ïåòåëü).

3. Åñëè èç âåðøèíû x â âåðøèíó z ñóùåñòâóåò äâóäâåðíûé ïóòü, òî â ãðàôå åñòü äóãà (x, z).

Óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (S, ω). Îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿ-
äî÷èâàòü ïî-ðàçíîìó.
Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïèñàòü x 6 y âìåñòî (x, y) ∈ ω. Òîãäà àêñèîìû ïîðÿäêà áóäóò
èìåòü âèä:
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1. x 6 x.

2. x 6 y AND y 6 x⇒ x = y.

3. x 6 y AND y 6 z ⇒ x 6 z.

Òàêæå ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ:

1. x < y
def⇔ x 6 y AND x 6= y.

2. x > y
def⇔ y 6 x.

3. x > y
def⇔ x > y AND x 6= y.

Ýëåìåíò a ∈ (S,6) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì, åñëè

(∀x ∈ S)(a 6 x).

Ýëåìåíò a ∈ (S,6) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè

(@x ∈ S)(x < a).

Íàèìåíüøèé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ è ìèíèìàëüíûì, íî íå íàîáîðîò.
Óáûâàþùåé öåïüþ â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (S,6) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1 > . . . > an > . . . .

Âîçðàñòàþùåé öåïüþ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1 < . . . < an < . . . .

Òåîðåìà 1 (îá ýêñòðåìàëüíûõ ýëåìåíòàõ â êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ).

1. Â êîíå÷íîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå êàæäûé ýëåìåíò ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìèíè-
ìàëüíûé ýëåìåíò è ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå 2.

2. Åñëè â êîíå÷íîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé
(ìàêñèìàëüíûé) ýëåìåíò, òî îí ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì (íàèáîëüøèì) ýëåìåíòîì ýòîãî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü (S,6) � êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Åñëè ýëåìåíò a ∈ S ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì, òî a ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò a, òàê êàê a 6 a.
Åñëè æå a íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a1 ∈ S òàêîé, ÷òî a > a1. Åñëè
a1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, òî a ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
íàéä¼òñÿ ýëåìåíò a2 ∈ S òàêîé, ÷òî a1 > a2. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà
ïîëó÷àåì, ÷òî a > a2. Åñëè a2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, òî a ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò. Èíà÷å ìîæíî ïðîäîëæèòü ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëó÷àåìàÿ óáûâàþùàÿ
öåïü íå îáîðâ¼òñÿ íà ýëåìåíòå ak:

a > a1 > . . . > ak.

Òàê êàê ak ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, òî a ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì.

2Â áåñêîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.
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2. Ïóñòü a ∈ S � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Ñîãëàñíî ïåðâîìó ïóíêòó, êàæäûé
ýëåìåíò x ∈ S ñîäåðæèò a. Ýòî è îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì
ýëåìåíòîì.

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþò äèàãðàììû
Õàññå.
Âûñîòîé h(a) ýëåìåíòà a â êîíå÷íîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç
äëèí óáûâàþùèõ öåïåé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ýòîãî ýëåìåíòà. Ïîä äëèíîé óáûâàþùåé öåïè ïîíè-
ìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ¾çâåíüåâ¿ â íåé.
Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò b â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (S,6) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà ýëåìåí-
òîì a, åñëè

a < bAND (@x)(a < x < b).

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ñîñåäîì äëÿ a, à a ÿâëÿåòñÿ íèæíèì
ñîñåäîì äëÿ b.
Äèàãðàììà Õàññå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü n � íàèáîëüøàÿ èç âûñîò ýëåìåíòîâ
â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (S,6). Íàðèñóåì n + 1 ãîðèçîíòàëåé, ïðîíóìåðîâàííûõ ñíèçó
ââåðõ ñîîòâåòñòâåííî 0, . . . , n. Ðàñïîëîæèì íà íèõ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S â ñîîòâåòñòâèè ñ
èõ âûñîòàìè. Ýëåìåíòû îäèíàêîâîé âûñîòû ìîæíî ðàñïîëàãàòü íà ãîðèçîíòàëè ïðîèçâîëüíî.
Äâèãàÿñü ñíèçó ââåðõ, áóäåì ñîåäèíÿòü ïðÿìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè êàæäûé ýëåìåíò ñ åãî
íèæíèìè ñîñåäÿìè.

�7 Àâòîìàòû

Àâòîìàòîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà
A = (S,X, δ),

ãäå S � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé;X � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî âõîäíûõ
ñèãíàëîâ; δ : S ×X → S � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ.
Ôîðìóëîé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà âèäà

δ(s, x) = t,

êîòîðàÿ îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: àâòîìàò, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè s, ïîä äåéñòâèåì ñèãíàëà x â
ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå t. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àâòîìàò ôóíêöèîíèðóåò â
äèñêðåòíîì âðåìåíè.
Äëÿ çàäàíèÿ àâòîìàòîâ èñïîëüçóþò äâà ñïîñîáà.

1. Òàáëèöà ïåðåõîäîâ.
Ïóñòü S = {s1, . . . , sm}, X = {x1, . . . , xn}. Òàáëèöà ïåðåõîäîâ èìååò âèä

δ x1 . . . xn
s1 δ(s1, x1) . . . δ(s1, xn)
...

...
. . .

...
sm δ(sm, x1) . . . δ(sm, xn)

,

ãäå δ(si, xj) � çíà÷åíèå ôóíêöèè ïåðåõîäîâ ïðè si è xj.

2. Äèàãðàììà ïåðåõîäîâ.
Êàæäîìó âõîäíîìó ñèãíàëó ïðèñâàèâàåòñÿ öâåò. Äèàãðàììà ïåðåõîäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öâåòíîé ìóëüòèãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì àâòîìàòà. Åñëè

δ(si, xj) = sk,

òî èç âåðøèíû si â âåðøèíó sk ïðîâîäèòñÿ äóãà öâåòà xj.
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Àâòîìàò íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíûì, åñëè |X| = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ ðàññìàòðèâàþò
êàê îòîáðàæåíèå

δ : S → S.

Ïîäìíîæåñòâî S ′ ⊆ S íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â àâòîìàòå

A = (S,X, δ),

åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè δ, ò.å.(
∀s ∈ S ′

)(
∀x ∈ X

)(
δ(s, x) ∈ S ′

)
.

Â ëþáîì àâòîìàòå óñòîé÷èâû ìíîæåñòâà S è ∅.
Åñëè ìíîæåñòâî S ′ ⊆ S óñòîé÷èâî â àâòîìàòå

A = (S,X, δ),

òî ïîäàâòîìàòîì àâòîìàòà A , ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâó S ′, íàçûâàåòñÿ àâòîìàò

A ′ = (S ′, X, δ′),

ãäå δ′ : S ′ × X → S ′ � îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè δ íà S ′ × X. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïèñàòü âìåñòî
îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè δ′ òó æå ôóíêöèþ δ. Ïîäàâòîìàò A ′ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè îí
íå ñîâïàäàåò ñ ñàìèì àâòîìàòîì A .
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäàâòîìàòîâ àâòîìàòà A îáîçíà÷àåòñÿ Sub A . Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñàì
àâòîìàò A è íóëåâîé àâòîìàò

0 = (∅, X,∅).

Íà ïðàêòèêå ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíîãî àâòîìàòà èíòåðåñóþòñÿ íå åãî ýâîëþöèåé ïîä
äåéñòâèåì îäèíî÷íûõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ, à òåì, â êàêîå ñîñòîÿíèå ïåðåéä¼ò àâòîìàò ïðè ïîäà÷å
íà âõîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ δ íà ìíîæåñòâî X∗ ñëîâ
êîíå÷íîé äëèíû íàä àëôàâèòîì X. Îïðåäåëèì å¼ èíäóêòèâíî ïî äëèíå âõîäíîãî ñëîâà:

1. δ(s, e)
def
= s, ãäå e � ïóñòîå ñëîâî;

2. Åñëè p ∈ X∗, |p| = n, òî äëÿ âñåõ s ∈ S è âñåõ x ∈ X

δ(s, px)
def
= δ

(
δ(s, p), x

)
.

Ñîñòîÿíèå t íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì èç ñîñòîÿíèÿ s â àâòîìàòå A , åñëè(
∃p ∈ X∗

)(
δ(s, p) = t

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàñøèðåííîé ôóíêöèè ïåðåõîäîâ êàæäîå ñîñòîÿíèå äîñòèæèìî èç ñàìîãî ñåáÿ.
Îáîçíà÷èì çà S(s) ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ èç ñîñòîÿíèÿ s. Äëÿ ëþáîãî s ìíîæå-
ñòâî S(s) óñòîé÷èâî, òàê êàê åñëè t ∈ S(s), òî âñå ñîñòîÿíèÿ èç S(t) áóäóò äîñòèæèìû èç
ñîñòîÿíèÿ s.
Ãëàâíûì ïîäàâòîìàòîì àâòîìàòà A , ïîðîæä¼ííûì ñîñòîÿíèåì s, íàçûâàåòñÿ àâòîìàò

A (s) =
(
S(s), X, δ

)
.

Ìíîæåñòâî ãëàâíûõ ïîäàâòîìàòîâ îáîçíà÷àåòñÿ F (A ).
Íà ìíîæåñòâå ïîäàâòîìàòîâ Sub A ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà: åñëè àâòîìàòû

A1 = (S1, X, δ),A2 = (S2, X, δ)
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ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Sub A , òî

A1 6 A2
def⇔ S1 ⊆ S2.

Ïî òåîðåìå îá ýêñòðåìàëüíûõ ýëåìåíòàõ â êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ êàæäûé ïîäàâ-
òîìàò äàííîãî àâòîìàòà ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé íåíóëåâîé ïîäàâòîìàò è ñîäåðæèòñÿ
â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ñîáñòâåííîì ïîäàâòîìàòå.
Åñëè ïîðÿäîê 6 îãðàíè÷èòü íà ãëàâíûõ ïîäàâòîìàòàõ, òî ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî(

F (A ),6
)
,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàðêàñîì àâòîìàòà A .
Êîãäà ðèñóåòñÿ äèàãðàììà ïåðåõîäîâ àâòîìàòà, ñëåäóåò ðèñîâàòü å¼ ïî âîçìîæíîñòè áåç ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé. Â ñëó÷àå àâòîíîìíîãî àâòîìàòà ýòî âîçìîæíî âñåãäà. Åãî äèàãðàììà áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íàáîð êîíòóðîâ ñ âõîäÿùèìè â íèõ äåðåâüÿìè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçû-
âàåòñÿ ñòàíäàðòíûì.



Ãëàâà 2

Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè óíèâåðñàëüíîé

àëãåáðû

�1 Àëãåáðû. Ïîäàëãåáðû è ðåäóêòû

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî A 6= ∅ è ÷èñëî n ∈ N. Òîãäà n-é äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà A
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ n-ñèñòåì

An def
=
{

(a1, . . . , an) : (∀i = 1, . . . , n)(ai ∈ A)
}
.

Ðàâåíñòâî äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ n-ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a1, . . . , an) = (b1, . . . , bn)
def⇔ (∀i)(ai = bi).

n-àðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

f : An → A.

Åñëè a1, . . . , an ∈ A, òî ýëåìåíò f(a1, . . . , an) ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè f .
Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé n àðãóìåíòîâ, çàäàííîé íà ìíîæåñòâåA è ïðèíèìàþùåé
çíà÷åíèÿ â A.
Â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ óíàðíûå (n = 1), áèíàðíûå (n = 2) è òåðíàðíûå (n = 3)
îïåðàöèè, à îïåðàöèè áîëåå âûñîêîé àðíîñòè èñïîëüçóþòñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ.
Àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà

A = (A, f1, . . . , fm),

ãäå íåïóñòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì àëãåáðû A, à îïåðàöèè f1, . . . , fm îáðàçóþò
ñèñòåìó îïåðàöèé àëãåáðû. Åñëè ïðèíÿòü

F = {f1, . . . , fn},

òî àëãåáðó ìîæíî çàïèñàòü ñîêðàù¼ííî

A = (A,F ).

Ïîäìíîæåñòâî n-àðíûõ îïåðàöèé ñèñòåìû F îáîçíà÷èì Fn.
Â ïîäðîáíîé çàïèñè àëãåáðû îïåðàöèè ïåðå÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ (íåâîçðàñòàíèÿ) èõ
àðíîñòè. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ni àðíîñòü îïåðàöèè fi, òî ïîëó÷èì âåêòîð

(n1, . . . , nm),

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òèïîì àëãåáðû.
Â àëãåáðå òàêæå âûäåëÿþò íóëüàðíûå îïåðàöèè. Íóëüàðíàÿ îïåðàöèÿ ôèêñèðóåò íåêîòîðûé

22
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ýëåìåíò íîñèòåëÿ A àëãåáðû A, êîòîðûé èìååò êàêèå-òî îñîáûå ñâîéñòâà. Òàêèå îïåðàöèè
ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü òàê æå, êàê è ýëåìåíò, çíà÷åíèå êîòîðîãî îíè ôèêñèðóþò.
Àëãåáðà

A = (A, ·)

òèïà (2) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîèäîì. Âìåñòî f(a, b) â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò a · b. Ýòó îïåðàöèþ íàçû-
âàþò óìíîæåíèåì.
Ïîëóãðóïïîé (àññîöèàòèâíûì ãðóïïîèäîì) íàçûâàåòñÿ àëãåáðà

A = (A, ·)

òèïà (2), â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ çàêîí àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ

x(yz) = (xy)z.

Ìîíîèäîì (ïîëóãðóïïîé ñ âûäåëåííûì íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîì) íà-
çûâàåòñÿ àëãåáðà

A = (A, ·, e)

òèïà (2, 0), ãäå âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà:

x(yz) = (xy)z (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ),

xe = ex = x (íåéòðàëüíîñòü ýëåìåíòà e).

Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðà
A = (A, ·, , e)

òèïà (2, 1, 0), â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû ãðóïïû:

x(yz) = (xy)z,

xe = ex = x,

xx = xx = e (çàêîíû îáðàòèìîñòè).

Ñðåäè âàæíåéøèõ ãðóïï åñòü òàêèå ãðóïïû, êàê ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (

R+, ·,−1 , 1
)
,

àääèòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë
(Z,+,−, 0),

ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n (
M∗

n, ·,−1 , E
)
,

ãäå M∗
n � ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè n× n.

Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðà
A = (A,+, ·, , 0)

òèïà (2, 2, 1, 0), â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû êîëüöà:

x+ (y + z) = (x+ y) + z (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ),

x(yz) = (xy)z (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ),

x+ 0 = 0 + x = x (íåéòðàëüíîñòü íóëÿ ïî ñëîæåíèþ),

x+ (−x) = (−x) + x = 0 (îáðàòèìîñòü),

x(y + z) = xy + xz

(x+ y)z = xz + yz
(äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).
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Àëãåáðà
A∗ = (A,F ∗),

ãäå F ∗ ⊆ F , íàçûâàåòñÿ ðåäóêòîì àëãåáðû A = (A,F ).
Ìíîæåñòâî A′ ⊆ A íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â àëãåáðå A = (A,F ), åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî âñåõ îïåðàöèé, ò.å.(

∀x1, . . . , xn ∈ A′
)(
∀f ∈ Fn

)(
f(x1, . . . , xn) ∈ A′

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïóñòîå ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ óñòîé÷èâûì.
Óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî äîëæíî ñîäåðæàòü âñå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëüàðíûì îïå-
ðàöèÿì.
Åñëè ìíîæåñòâî A′ óñòîé÷èâî â àëãåáðå A = (A,F ), òî ïîäàëãåáðîé àëãåáðû A, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ìíîæåñòâó A′, íàçûâàåòñÿ àëãåáðà

A′ = (A′, F ).

Êàæäàÿ ïîäàëãåáðà äîëæíà ñîäåðæàòü âñå íóëüàðíûå îïåðàöèè. Åñëè â àëãåáðå íåò íóëüàðíûõ
îïåðàöèé, òî îäíîé èç å¼ ïîäàëãåáð áóäåò íóëåâàÿ àëãåáðà

0 = (∅, F ).

Ñàìà àëãåáðà A òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ïîäàëãåáðîé.
Îïðåäåëèì ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå SubA ïîäàëãåáð àëãåáðû A: åñëè A1 = (A1, F ), A2 = (A2, F ),
òî

A1 6 A2
def⇔ A1 ⊆ A2.

Íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (SubA,6) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà A. Åñëè â
àëãåáðå A íåò íóëüàðíûõ îïåðàöèé, òî â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (SubA,6) ñóùåñòâóåò è
íàèìåíüøèé ýëåìåíò (íóëåâàÿ àëãåáðà 0).

�2 Ìîðôèçìû

Àëãåáðû A = (A,F ) è B = (B,F ) íàçûâàþòñÿ îäíîòèïíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûé òèï.
Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàöèè â íèõ îáîçíà÷åíû îäèíàêîâî.
Îòîáðàæåíèå

ϕ : A→ B

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû A â àëãåáðó B, åñëè îíî ñîãëàñîâàíî ñî âñåìè îïåðàöèÿìè,
ò.å. (

∀x1, . . . , xn ∈ A
)(
∀f ∈ Fn

)(
ϕ
(
f(x1, . . . , xn)

)
= f

(
ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)

))
.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáðû A â àëãåáðó B îáîçíà÷àåòñÿ Hom (A,B). Åñëè
îòîáðàæåíèå ϕ : A→ B ñþðúåêòèâíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðàB ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì
àëãåáðû A, è ïèøóò

B = ϕ(A).

Òàêîé ãîìîìîðôèçì íàçûâàþò íàëîæåíèåì àëãåáðû A íà àëãåáðó B.
Åñëè ãîìîìîðôèçì ϕ èíúåêòèâåí, òî ϕ íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì àëãåáðû A â àëãåáðó B.
Ãîìîðôèçìû àëãåáðûA â ñåáÿ íàçûâàþòñÿ å¼ ýíäîìîðôèçìàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ
îáîçíà÷àåòñÿ EndA.

Òåîðåìà 1 (î ìîíîèäå ýíäîìîðôèçìîâ àëãåáðû). Ñèñòåìà

(EndA, ◦,∆)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî EndA çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦. Ïóñòü ϕ, ψ ∈ EndA, òîãäà(

ϕ ◦ ψ
)(
f(x1, . . . , xn)

)
= ψ

(
ϕ
(
f(x1, . . . , xn)

))
= ψ

(
f
(
ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)

))
=

= f
(
ψ
(
ϕ(x1)

)
, . . . , ψ

(
ϕ(xn)

))
= f

(
(ϕ ◦ ψ)(x1), . . . , (ϕ ◦ ψ)(xn)

)
,

ò.å. ϕ ◦ ψ ∈ EndA.
Òàê êàê óìíîæåíèå ïðåîáðàçîâàíèé àññîöèàòèâíî, òî ñèñòåìà

(EndA, ◦)

ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.
Ïîêàæåì, ÷òî òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ∆ ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì:

∆
(
f(x1, . . . , xn)

)
= f(x1, . . . , xn) = f

(
∆(x1), . . . ,∆(xn)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà
(EndA, ◦,∆)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì.

Áèåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû àëãåáðû A â àëãåáðó B íàçûâàþòñÿ èçîìîðôèçìàìè. Ìíîæåñòâî
èçîìîðôèçìîâ àëãåáðû A â àëãåáðó B îáîçíà÷àåòñÿ Iso (A,B). Èçîìîðôèçìû àëãåáðû A íà
ñåáÿ íàçûâàþòñÿ å¼ àâòîìîðôèçìàìè, à èõ ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ AutA. Åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì àëãåáðû A â àëãåáðó B, òî ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà A èçîìîðôíà àëãåáðå B, è ïèøóò

A ∼= B.

Òåîðåìà 2 (îá èçîìîðôíîñòè àëãåáð). Îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ àëãåáð.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Òàê êàê òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî âñÿêàÿ àëãåáðà èçî-
ìîðôíà ñàìîé ñåáå, ò.å. îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè ðåôëåêñèâíî.

2. Åñëè A ∼= B, òî ìåæäó A è B ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ. Ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ−1 áèåêòèâíî (òàê
êàê áèåêòèâíî îòîáðàæåíèå ϕ). Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì: ïóñòü
y1, . . . , yn ∈ B, f ∈ Fn, òîãäà

ϕ−1
(
f(y1, . . . , yn)

)
= ϕ−1

(
f
(
∆(y1), . . . ,∆(yn)

))
= ϕ−1

(
f
(
(ϕ−1 ◦ ϕ)(y1), . . . , (ϕ

−1 ◦ ϕ)(yn)
))

=

= ϕ−1
(
f
(
ϕ
(
ϕ−1(y1)

)
, . . . , ϕ

(
ϕ−1(yn)

)))
= ϕ−1

(
ϕ
(
f
(
ϕ−1(y1), . . . , ϕ

−1(yn)
)))

=

= f
(
ϕ−1(y1), . . . , ϕ

−1(yn)
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ−1 ∈ Iso (B,A) è B ∼= A, ò.å. îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè ñèììåòðè÷íî.

3. Ïóñòü ìåæäó àëãåáðàìè A è B ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ, à ìåæäó àëãåáðàìè B è C
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ψ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ áèåêöèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé. Êðîìå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãîìîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ϕ◦ψ ∈ Iso (A,C) è A ∼= C, ò.å. îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè
òðàíçèòèâíî.
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Â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå èçîìîðôíûå àëãåáðû íå ðàçëè÷àþòñÿ, à ñ÷èòàþòñÿ ëèøü êîíêðåòíûìè
ðåàëèçàöèÿìè îäíîãî è òîãî æå àáñòðàêòíîãî îáúåêòà.

Òåîðåìà 3 (ïîäàëãåáðû è ãîìîìîðôèçìû).

1. Ãîìîìîðôíûé îáðàç ïîäàëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé:

A′ ∈ SubAAND ϕ ∈ Hom (A,B)⇒ B′ =
(
ϕ(A′), F

)
∈ SubB.

2. Ãîìîìîðôíûé ïðîîáðàç ïîäàëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé:

B′ ∈ SubBAND ϕ ∈ Hom (A,B)⇒ A′ =
(
ϕ−1(B′), F

)
∈ SubA.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî B′ = ϕ(A′) óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé â àëãåáðå B:
åñëè b1, . . . , bn ∈ B′, òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a1, . . . , an ∈ A′ òàêèå, ÷òî äëÿ i = 1, n

bi = ϕ(ai).

Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ Fn

f(b1, . . . , bn) = f
(
ϕ(a1), . . . , ϕ(an)

)
= ϕ

(
f(a1, . . . , an)

)
.

Òàê êàê A′ ∈ SubA, òî ìíîæåñòâî A′ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé àëãåáðû A.
Ïîýòîìó f(a1, . . . , an) ∈ A′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ : A′ → B′, ïîëó÷àåì f(b1, . . . , bn) ∈ B′, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

2. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A′ óñòîé÷èâî â àëãåáðå A: åñëè a1, . . . , an ∈ A′, òî ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû b1, . . . , bn ∈ B′ òàêèå, ÷òî äëÿ i = 1, n

bi = ϕ(ai).

Òàê êàê ìíîæåñòâî B′ çàìêíóòî, òî äëÿ âñåõ f ∈ Fn f(b1, . . . , bn) ∈ B′. Íî

f(b1, . . . , bn) = f
(
ϕ(a1), . . . , ϕ(an)

)
= ϕ

(
f(a1, . . . , an)

)
,

ñëåäîâàòåëüíî, f(a1, . . . , an) ∈ ϕ−1(B′) = A′.

�3 Êîíãðóýíöèè è ôàêòîðàëãåáðû

Äàíà àëãåáðà A = (A,F ). Êîíãðóýíöèåé àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè θ
íà ìíîæåñòâå A, ñîãëàñîâàííîå ñî âñåìè îïåðàöèÿìè àëãåáðû A â ñëåäóþùåì ñìûñëå:(
∀a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ A

)(
∀f ∈ Fn

)((
∀i = 1, n

)(
(ai, bi) ∈ θ

)
⇒
(
f(a1, . . . , an), f(b1, . . . , bn)

)
∈ θ
)
.

Ñîâîêóïíîñòü ConA êîíãðóýíöèé àëãåáðû A âìåñòå ñ îïåðàöèåé âêëþ÷åíèÿ ⊆ îáðàçóåò óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (ConA,⊆).
Ôàêòîðàëãåáðîé àëãåáðû A ïî êîíãðóýíöèè θ íàçûâàåòñÿ îäíîòèïíàÿ ñ íåé àëãåáðà

A/θ
def
= (A/θ, F ).

Îïåðàöèè íà íåé îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ âñåõ a1, . . . , an è äëÿ âñåõ f ∈ Fn

f
(
θ(a1), . . . , θ(an)

) def
= θ

(
f(a1, . . . , an)

)
,

ïðè÷¼ì âûáîð êîíêðåòíûõ ýëåìåíòîâ θ-êëàññîâ íåñóùåñòâåí.
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�4 Òðè òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìàõ

ßäðîì îòîáðàæåíèÿ
ϕ : A→ B

íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Kerϕ
def
=
{

(x, y) ∈ A× A : ϕ(x) = ϕ(y)
}
.

Òåîðåìà 1 (ïåðâàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå). ßäðî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé:

ϕ ∈ Hom (A,B)⇒ Kerϕ ∈ ConA.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü (a1, a

′
1), . . . , (an, a

′
n) ∈ Kerϕ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ Fn(

f(a1, . . . , an), f(a′1, . . . , a
′
n)
)
∈ Kerϕ.

Òàê êàê (ai, a
′
i) ∈ Kerϕ, òî ϕ(ai) = ϕ(a′i) è

ϕ
(
f(a1, . . . , an)

)
= f

(
ϕ(a1), . . . , ϕ(an)

)
= f

(
ϕ(a′1), . . . , ϕ(a′n)

)
= ϕ

(
f(a′1, . . . , a

′
n)
)
,

îòêóäà (
f(a1, . . . , an), f(a′1, . . . , a

′
n)
)
∈ Kerϕ,

ñëåäîâàòåëüíî, Kerϕ ∈ ConA.

Òåîðåìà 2 (âòîðàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå). Êîíãðóýíöèÿ àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì íåêîòî-
ðîãî ãîìîìîðôèçìà ýòîé àëãåáðû:

θ ∈ ConA⇒
(
∃ϕ ∈ Hom (A,B)

)(
θ = Kerϕ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

nat θ : A→ A/θ

è ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì:

(nat θ)
(
f(a1, . . . , an)

)
= θ
(
f(a1, . . . , an)

)
= f

(
θ(a1), . . . , θ(an)

)
= f

(
(nat θ)(a1), . . . , (nat θ)(an)

)
.

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî Ker (nat θ) = θ:

(a, a′) ∈ Kerϕ⇔ (nat θ)(a) = (nat θ)(a′)⇔ θ(a) = θ(a′)⇔ (a, a′) ∈ θ.

Òåîðåìà 3 (òðåòüÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå). Ãîìîìîðôíûé îáðàç àëãåáðû èçîìîðôåí å¼ ôàê-
òîðàëãåáðå ïî ÿäðó ãîìîìîðôèçìà:

ϕ ∈ Hom (A,B)⇒ ϕ(A) ∼= A/Kerϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èìååì ñëåäóþùóþ ñõåìó:

A
ϕ //

natKerϕ

��

ϕ(A)

A/Kerϕ

i
99s

s
s

s
s
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
i : A/Kerϕ→ ϕ(A),

îïðåäåë¼ííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i
(
(Kerϕ)(a)

) def
= ϕ(a).

Ïîêàæåì, ÷òî i ∈ Iso
(
A, ϕ(A)

)
.

i èíúåêòèâíî:

i
(
(Kerϕ)(a)

)
= i
(
(Kerϕ)(a′)

)
⇒ ϕ(a) = ϕ(a′)⇒ (a, a′) ∈ Kerϕ⇒ (Kerϕ)(a) = (Kerϕ)(a′).

i ñþðúåêòèâíî:

b ∈ ϕ(A) ⇒
(
∃a ∈ A

)(
b = ϕ(a)

)
⇒
(
∃a ∈ A

)(
b = i

(
(Kerϕ)(a)

))
.

i � ãîìîìîðôèçì:

i
(
f
(
(Kerϕ)(a1), . . . , (Kerϕ)(an)

))
= i
(
f
(
(nat Kerϕ)(a1), . . . , (nat Kerϕ)(an)

))
=

(ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî nat Kerϕ � ãîìîìîðôèçì)

= i
(

(nat Kerϕ)
(
f(a1, . . . , an)

))
= i
(

(Kerϕ)
(
f(a1, . . . , an)

))
= ϕ

(
f(a1, . . . , an)

)
=

= f
(
ϕ(a1), . . . , ϕ(an)

)
= f

(
i
(
(Kerϕ)(a1), . . . , (Kerϕ)(an)

))
.

Ãîìîìîðôíûå îáðàçû àëãåáðû â òåîðèè ñèñòåì èñòîëêîâûâàþòñÿ êàê â òîé èëè èíîé ñòåïåíè
¾îáåäí¼ííûå¿ ìîäåëè ñèñòåìû, êîòîðóþ ïðåäñòàâëÿåò äàííàÿ àëãåáðà. Òðåòüÿ òåîðåìà î ãî-
ìîìîðôèçìå óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêèé ãîìîìîðôíûé îáðàç àëãåáðû íà ñàìîì äåëå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ôàêòîðàëãåáðó ýòîé àëãåáðû ïî ïîäõîäÿùåé êîíãðóýíöèè. Òàê êàê êîíãðóýíöèè
îòíîñÿòñÿ ê âíóòðåííåé ñòðóêòóðå àëãåáðû, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî âñÿêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû, êîòîðóþ
ïðåäñòàâëÿåò äàííàÿ àëãåáðà, ìîæåò áûòü îïèñàíà âî âíóòðåííèõ òåðìèíàõ èñõîäíîé ñèñòåìû.
Èíûìè ñëîâàìè, íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû ñèñòåìû, ìîæíî îïèñàòü âñå å¼ âíåøíèå ìîäåëè.

�5 Àâòîìàòû êàê àëãåáðû

Àâòîìàòû A = (S,X, δA ) è B = (T, Y, δB) 1 íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, åñëè X = Y .
Îòîáðàæåíèå

ϕ : S → T

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àâòîìàòà A â àâòîìàò B, åñëè îíî ñîãëàñîâàíî ñ ôóíêöèÿìè
ïåðåõîäîâ ýòèõ àâòîìàòîâ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:(

∀s ∈ S
)(
∀x ∈ X

)(
ϕ
(
δ(s, x)

)
= δ
(
ϕ(s), x

))
.

Èíúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû íàçûâàþòñÿ âëîæåíèÿìè, ñþðúåêòèâíûå � íàëîæåíèÿìè, à áè-
åêòèâíûå � èçîìîðôèçìàìè. Äâà àâòîìàòà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì. Îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè àâòîìàòîâ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñ-
òè. Èçîìîðôíûå àâòîìàòû íå ðàçëè÷àþòñÿ, à ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè êîïèÿìè îäíîãî è òîãî

1Áóäåì â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü ôóíêöèè ïåðåõîäîâ îäèíàêîâî � δ, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî
èçâåñòíî, î êàêîé èìåííî ôóíêöèè èä¼ò ðå÷ü.
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æå àâòîìàòà. Ãîìîìîðôèçìû àâòîìàòà â ñåáÿ íàçûâàþòñÿ ýíäîìîðôèçìàìè, à èçîìîðôèçìû íà
ñåáÿ � àâòîìîðôèçìàìè.
Îòíîøåíèå θ ⊆ S × S íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé àâòîìàòà A , åñëè θ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà S, ñîãëàñîâàííûì ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:(

∀s, s′ ∈ S
)(

(s, s′) ∈ θ ⇒
(
∀x ∈ X

)((
δ(s, x), δ(s′, x)

)
∈ θ
))

.

Ôàêòîðàâòîìàòîì àâòîìàòà A ïî êîíãðóýíöèè θ íàçûâàåòñÿ àâòîìàò

A /θ = (S/θ,X, δ),

ãäå (
∀s ∈ S

)(
∀x ∈ X

)(
δ
(
θ(s), x

)
= θ
(
δ(s, x)

))
.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïåðåõîäîâ â ôàêòîðàâòîìàòå íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîãî ïðåäñòà-
âèòåëÿ â êëàññå θ(s).

Òåîðåìà 1 (Ñêîòòà). Êàæäîìó àâòîìàòó A ìîæíî ñîïîñòàâèòü óíàðíóþ àëãåáðó AA è
êàæäîé êîíå÷íîé óíàðíîé àëãåáðå A ìîæíî ñîïîñòàâèòü àâòîìàò AA òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ïðè ýòîì áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

1. S ′ ∈ St A ⇔ S ′ ∈ StAA , ãäå St � ñîâîêóïíîñòü âñåõ óñòîé÷èâûõ ïîäìíîæåñòâ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû.

2. Hom (A ,B) = Hom (AA ,AB).

3. Con A = ConAA .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àëãåáðû ïî àâòîìàòó è àâòîìàòà ïî àëãåáðå. Ïóñòü åñòü àâòîìàò

A = (S,X, δ), X = {x1, . . . , xn}.

Òîãäà åìó ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà

AA = (S, F ), F = {f1, . . . , fn},

ãäå ôóíêöèè fi : S → S îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
∀i
)(
fi(s)

def
= δ(s, xi)

)
.

Îáðàòíî: ïóñòü åñòü àëãåáðà A = (S, F ) òèïà (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

), ãäå íîñèòåëü S êîíå÷åí, à ìíîæåñòâî

ôóíêöèé
F = {f1, . . . , fn}.

Åé ñîîòâåòñòâóåò àâòîìàò
AA = (S,X, δ),

ãäå X = {x1, . . . , xn}, à ôóíêöèÿ δ : S ×X → S îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
∀i
)(
δ(s, xi)

def
= fi(s)

)
.

Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Òåïåðü äîêàæåì óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ:
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1.

S ′ ∈ St A ⇔
(
∀s ∈ S ′

)(
∀x ∈ X

)(
δ(s, x) ∈ S ′

)
⇔
(
∀s ∈ S ′

)(
∀i
)(
δ(s, xi) ∈ S ′

)
⇔(

∀s ∈ S ′
)(
∀i
)(
fi(s) ∈ S ′

)
⇔ S ′ ∈ StAA .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìåæäó ïîäàâòîìàòàìè àâòîìàòà A è ïîäàëãåáðàìè
àëãåáðû AA òàêæå ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå: êàæäîìó ïîäàâòîìàòó
ñîîòâåòñòâóåò ïîäàëãåáðà, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïîäàâòîìàòà.

2. Hom (A ,B) = Hom (AA ,AB):

ϕ ∈ Hom (A ,B) ⇔
(
∀s ∈ S

)(
∀x ∈ X

)(
ϕ
(
δ(s, x)

)
= δ
(
ϕ(s), x

))
⇔(

∀s ∈ S
)(
∀i
)(
ϕ
(
fi(s)

)
= fi

(
ϕ(s)

))
⇔ ϕ ∈ Hom (AA ,AB) .

3. Con A = ConAA :

θ ∈ Con A ⇔
(
∀s, s′ ∈ S

)(
∀x ∈ X

)(
(s, s′) ∈ θ ⇒

(
δ(s, x), δ(s′, x)

)
∈ θ
)
⇔(

∀s, s′ ∈ S
)(
∀i
)(

(s, s′) ∈ θ ⇒
(
fi(s), fi(s

′)
)
∈ θ
)
⇔ θ ∈ ConAA .

Òåîðåìà Ñêîòòà ïîêàçûâàåò, ÷òî àâòîìàòû ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàþò ñ êîíå÷íûìè óíàðíûìè
àëãåáðàìè. Ïîýòîìó âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ àëãåáð, åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðå-
òèðóþòñÿ äëÿ àâòîìàòîâ.



Ãëàâà 3

Ðåø¼òêè

�1 Íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü (A, ω) � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è A′ ⊆ A. Îãðàíè÷åíèåì (ñóæåíèåì) ïîðÿäêà ω íà A′

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ω′ = ω ∩ (A′ × A′),

êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà. Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ω ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ïîðÿäêà ω′ íà A. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðó (A′, ω′) íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (A, ω).
Ïîðÿäîê ω íà ìíîæåñòâåA íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëíîòû:(

∀x, y ∈ A
)(

(x, y) ∈ ω OR (y, x) ∈ ω
)
.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû x è y ñðàâíèìû, åñëè

(x, y) ∈ ω OR (y, x) ∈ ω;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè íå ñðàâíèìû, è ïèñàòü

x ‖ y.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, â êîòîðîì
ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû.
Äèàãðàììà êîíå÷íîãî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü. Óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæåò íå áûòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, íî â í¼ì ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèå ëèíåéíûå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ åãî öåïÿìè.
Â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ìîãóò áûòü öåïè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè âîçðàñòàþùèìè, íè
óáûâàþùèìè.

Òåîðåìà 1 (î ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèÿõ ïîðÿäêîâ). Ëþáîé ïîðÿäîê íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñ-
òâå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
Ïîñòðîèì äèàãðàììó ìíîæåñòâà (A, ω′). Ââåä¼ì íà A ïîðÿäîê ω. Áóäåì ïèñàòü

x 6 y,

åñëè (x, y) ∈ ω′, è
x 4 y,

åñëè (x, y) ∈ ω. Ïîðÿäîê ω äîëæåí áûòü ëèíåéíûì è ñîäåðæàòü â ñåáå ïîðÿäîê ω′, ò.å.

(∀x, y ∈ A)(x 6 y ⇒ x 4 y).

31
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Îïðåäåëèì ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: x 4 y, åñëè íà äèàãðàììå âåðøèíà x ðàñïîëîæåíà ëåâåå è
íèæå (íåîáÿçàòåëüíî ñòðîãî), ÷åì âåðøèíà y. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îòíîøåíèå ω ðåôëåêñèâíî,
òðàíçèòèâíî è àíòèñèììåòðè÷íî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, ýòîò ïîðÿäîê
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òàê êàê êàêèå áû äâå òî÷êè ìû íè âçÿëè íà äèàãðàììå óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà (A, ω), îäíà èç íèõ áóäåò ëåâåå è íèæå äðóãîé.
Òåïåðü äîêàæåì âëîæåííîñòü ω′ â ω. Ïóñòü x < y. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà äèàãðàììå (A, ω′) ñóùåñ-
òâóåò âîñõîäÿùàÿ ëîìàíàÿ îò âåðøèíû x ê âåðøèíå y, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà x ðàñïîëîæåíà
íèæå âåðøèíû y è x 4 y. Åñëè æå x = y, òî x 4 x.

Ïóñòü (A,6) è (B,6) � óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå

ϕ : A→ B

íàçûâàåòñÿ èçîòîííûì, åñëè îíî ñîãëàñîâàíî ñ îáîèìè ïîðÿäêàìè:(
∀x, y ∈ A

)(
x 6 y ⇒ ϕ(x) 6 ϕ(y)

)
.

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (A,6) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó (B,6),
åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ

ϕ : A→ B

òàêàÿ, ÷òî ϕ è ϕ−1 èçîòîííû, ò.å.(
∀x, y ∈ A

)(
x 6 y ⇔ ϕ(x) 6 ϕ(y)

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâà êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî èçîáðàçèòü îäíîé è òîé æå äèàãðàììîé Õàññå ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé
âåðøèí.
Âûïèøåì âñå ðàçëè÷íûå (íåèçîìîðôíûå) óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ñ n 6 3 ýëåìåíòàìè.

Ðèñ. 3.1: n = 1

Ðèñ. 3.2: n = 2

Ðèñ. 3.3: n = 3
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Ïåðå÷èñëèì èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ Pn � êîëè÷åñòâà íåèçîìîðôíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
ñ n ýëåìåíòàìè:

n Pn Àâòîð Ãîä
1 1 - -
2 2 - -
3 5 - -
4 16 - -
5 63 - -
6 318 - -
7 2 045 J. Wright 1972
8 16 999 S.K. Das 1977
9 183 231 R.H. M�ohring 1984
10 2 567 284 J.C. Culberson, G.J.E. Rawlins 1990
11 46 749 427 J.C. Culberson, G.J.E. Rawlins 1990
12 1 104 891 746 C. Chaunier, N. Lygeros 1991
13 33 823 827 452 C. Chaunier, N. Lygeros 1992
14 1 338 193 159 771 Heilz, Reinholf 2000

Òåîðåìà 2 (ðàâíîñèëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ). Â ëþáîì óïîðÿäî÷åííîì
ìíîæåñòâå (A,6) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. Óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùåé öåïè: â (A,6) êàæäàÿ óáûâàþùàÿ öåïü êîíå÷íà.

2. Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè: êàæäîå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â (A,6) ñîäåðæèò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

3. Óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè: åñëè íåêîòîðûì ñâîéñòâîì P îáëàäàþò âñå ìèíèìàëüíûå ýëå-
ìåíòû óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (A,6) è èç òîãî, ÷òî ñâîéñòâîì P îáëàäàþò âñå
ýëåìåíòû, ìåíüøèå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà a ∈ A, ñëåäóåò, ÷òî è ýëåìåíò a îáëàäàåò
ñâîéñòâîì P , òî ñâîéñòâî P óíèâåðñàëüíî â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (A,6), ò.å. èì
îáëàäàþò âñå ýëåìåíòû (A,6).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî èç 1 ñëåäóåò 2. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùåé
öåïè, íî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå óïî-
ðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî (A′,6), â êîòîðîì íå ñîäåðæàòñÿ ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû. Âîçüì¼ì
ýëåìåíò a ∈ A′. Òàê êàê îí íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì â A′, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a1 ∈ A′

òàêîé, ÷òî a > a1 â (A′,6). a1 íå ìèíèìàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò a2 ∈ A′ òàêîé,
÷òî a1 > a2. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ óáûâàþùóþ öåïü â (A′,6):

a > a1 > · · · > an > . . . .

Îíà áóäåò óáûâàþùåé öåïüþ è â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (A,6). Íî ïî óñëîâèþ â (A,6) íåò
áåñêîíå÷íûõ óáûâàþùèõ öåïåé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî â (A,6) âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè.
Äîêàæåì, ÷òî èç 2 ñëåäóåò 3. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè, íî
íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñâîéñòâî P , èìåþùåå ñìûñë äëÿ
ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (A,6) è òàêîå, ÷òî P âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ
ýëåìåíòîâ (A,6), à èç òîãî, ÷òî P âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, ìåíüøèõ a, ñëåäóåò, ÷òî
P âûïîëíÿåòñÿ äëÿ a, íî ïðè ýòîì P íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Òîãäà ðàññìîòðèì A′ �
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ P íå âûïîëíÿåòñÿ. Òàê êàê â (A,6) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ìèíèìàëüíîñòè, òî â (A′,6) ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò a0. Ýëåìåíò a0 íå ìîæåò áûòü
ìèíèìàëüíûì â (A,6), ïîòîìó ÷òî ñâîéñòâîì P îáëàäàþò âñå ýëåìåíòû, ìèíèìàëüíûå â (A,6).
Çíà÷èò, â (A,6) åñòü ýëåìåíòû, ìåíüøèå a0, ïðè÷¼ì îíè âñå ëåæàò â A − A′. Òîãäà äëÿ âñåõ
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íèõ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî P . Íî ïî óñëîâèþ ýëåìåíò a0 òîæå äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì P .
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ.
Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî èç 3 ñëåäóåò 1. Èìååì: â (A,6) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x îáëàäàåò ñâîéñòâîì P , åñëè âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ öåïü, êîòîðàÿ
íà÷èíàåòñÿ ñ íåãî, êîíå÷íà. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì.
Ïóñòü ñâîéñòâî P âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x < a. Âîçüì¼ì óáûâàþùóþ öåïü, íà÷èíàþùóþñÿ ñ a:

a > a1 > . . . .

a1 < a, ñëåäîâàòåëüíî, a1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì P , è öåïü, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ a1, êîíå÷íà. Íî òîãäà
êîíå÷íà è öåïü a > a1 > . . . . Â (A,6) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè, ïîýòîìó ñâîéñòâî
P óíèâåðñàëüíî, ò.å. âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ öåïü êîíå÷íà. À ýòî è åñòü óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùåé
öåïè.

Óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè, ïðèìåí¼ííîå ê óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó (N,6) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ñîñòàâëÿåò ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè
ìîæíî ïðîâîäèòü âî âñÿêîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îáðûâà
óáûâàþùåé öåïè èëè óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè.
Öåïü C â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (A,6) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèòñÿ
íè â êàêîé äðóãîé öåïè ýòîãî ìíîæåñòâà. Öåïü C íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò a ∈ A òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ C x 6 a.
Ïóñòü A 6= ∅ è P0(A) � ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A. Îòîáðàæåíèå

ϕ : P0(A)→ A

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé âûáîðà äëÿ A, åñëè äëÿ âñåõ X ∈P0(A) ϕ(X) ∈ X.
Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (A,6) íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, åñëè îíî ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè (à âìåñòå ñ íèì óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùåé
öåïè è óñëîâèþ èíäóêòèâíîñòè).



Ðåêîìåíäóåì

http://erovids-hiphop.ucoz.com � ýðîòèêà ñ õèï-õîïîì.
http://hiphop-mashups.ucoz.com � õèï-õîï ðåìèêñû.
http://shsd.znanium.ru/register.php?link=21308 � Øêîëà ñâîåãî äåëà (áèçíåñ ñ íóëÿ).
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