Билет 1
Даны значения функции и аргумента [image: image2.png]


с абсолютной погрешностью[image: image4.png]


в отдельных не равных между собой точках отрезка [image: image6.png]xi[a, b]



, где[image: image8.png]Q<X <xg< Xy



Назовем эти точки узлами интерполяции.
построить интерполяционный многочлен степени [image: image10.png]ax"+a, x" '+ K+a,



,[image: image12.png]xi[a, b]



,аппроксимирующий (приближающий) заданную функцию на [image: image14.png][a, b]



с абсолютной погрешностью[image: image16.png]


:    [image: image18.png]L, (x)—f(x)I<e



, и удовлетворяющий основному условию интерполяции[image: image20.png]


.
линейная интерполяция
[image: image21.wmf]110
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.Коэффициенты [image: image23.png]


и [image: image25.png]


вычисляются по формулам a1=(yi-yi-1)/(xi-xi-1), a0=yi-1-xi-1a1
Интерполяционный многочлен  n-ой степени  в форме Лагранжа  на  отрезке [image: image27.png]


, построенный для узлов интерполяции [image: image29.png]x; € [a,b]



и значений интерполируемой функции в них -[image: image31.png](x.)),1



 имеет следующий вид:
[image: image33.png]() () s
) (i) () (R s ) (i) ¢

La(@) = T, LGy,




,где  [image: image35.png]1.(x)



  i-й  коэффициент Лагранжа( фундаментальный многочлен  степени  n). f(xi)=yi
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  распространение получила схема Эйткена. 
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Вычисления столбцов в этой схеме-таблице проводятся  по рекуррентной формуле
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   . Из  схемы Эйткена видно, что при изменении k   элементы k-1 – го столбца  таблицы    можно заменять рекуррентно вычисляемыми элементами . k-го столбца (в (4) замена  начинается с нижнего n-го элемента). В результате получим  один рекуррентно изменяемый вектор, который обозначим как
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 значение интерполяционного многочлена n -ой степени в точке x. получаем  для 
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 рекуррентную формулу (4)с вычислениями  как при линейной интерполяции
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Погрешность в форме Лагранжа для интерполяционного многочлена   
[image: image81.wmf]n

-ой степени   при произвольно расположенных узлах интерполяции имеет вид
[image: image82.wmf],
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 узловой многочлен,  
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  приближаемая функция. 
[image: image85.wmf]e

n

x

(

)

 назовем погрешностью метода.
Погрешность интерполяционного многочлена   
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- ой степени  в форме Лагранжа для равноотстоящих узлов имеет вид

[image: image87.wmf],

 

)!

1

/(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

(

1

*

+

x

w

=

e

=

e

+

+

n

f

h

t

t

x

n

n

n

n

где,  (см ниже 1)  
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Билет 2
Метод наименьших квадратов
Постановка  задачи. Дана таблица значений аргумента и функции  в виде точек 
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   .  Требуется аппроксимировать эту функцию многочленом 
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Степень  m  должна  удовлетворять условию 
[image: image99.wmf]m
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, то имеем случай интерполяции. Далее будем полагать, что  
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  и все величины действительны.
Построение метода. Примем сумму квадратов: 
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за меру отклонения многочлена (6) от функции. Найти аппроксимирующий многочлен - значит определить его коэффициенты. Будем определять коэффициенты  
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 из условия минимума меры отклонения  суммы квадратов.
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(Отсюда название метода). Из необходимого условия минимума получим
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В результате умножения  на  
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 линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)  с квадратной, симметричной и положительной  матрицей   
[image: image108.wmf]0

'

>

=

A

A

:

[image: image109.wmf]2

012

0000

231

012

00000

122

012

00000

(1)(),

(),

().

nnnn

m

iimii

iiii

nnnnn

m

iiimiii

iiiii

nnnn

mmmmm

iiimiii

iiiii

anaxaxaxfx

axaxaxaxfxx

axaxaxaxfxx

====

+

=====

++

=====

+++++=

++++=

++++=

åååå

ååååå

åååå

L

L

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

L

n

ì

ï

ï

ï

ï

í

ï

ï

ï

ï

î

å

                      (7)
Порядок матрицы СЛАУ 
[image: image110.wmf]A

  равен  
[image: image111.wmf]m

+

1

. Неизвестный вектор из коэффициентов многочлена имеет вид 
[image: image112.wmf]a

a

a

a

m

=

[

,

]'

,

,

0

1

K

. СЛАУ  в векторно-матричном виде  запишем как Элементы симметричной матрицы  образуются из значений сумм степеней
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 . Получим   формулу для элементов матрицы:   
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Элементы вектора правой части  СЛАУ - 
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 имеют следующий вид:
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Решая полученную СЛАУ (7), скажем методом Гаусса, получаем коэффициенты многочлена  аппроксимирующего функцию.  Для вычисления значения многочлена в некоторой точке 
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 следует использовать схему Горнера. При этом многочлен  (6) представляется в виде 
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 проводятся по формулам 
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Погрешность приближения функции 
[image: image125.wmf])

(

x

f

методом наименьших квадратов -  
[image: image126.wmf]S

n

=

d

и зависит от вида приближаемой функции, числа узлов n,  их расположения. Конечно, 
[image: image127.wmf]n

d

 зависит от погрешности задания функции 
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Билет 3
Формулы численного интегрирования функций одного переменного называют квадратурными формулами. Задача приближенного вычисления определенного интеграла (на отрезке или по многомерной области) фактически разбивается на две самостоятельные подзадачи. Первая — это интегрирование таблично заданной функции (полученной, например, при проведении лабораторного эксперимента). В таком случае априорная информация о гладкости подынтегральной функции отсутствует, весьма ограничены возможности в выборе узлов интегрирования. Для этой задачи наиболее эффективными будут квадратурные формулы интерполяционного типа и правило Рунге оценки погрешности.
Простейшую квадратурную формулу (формулу численного интегрирования) можно получить следующим образом. Пусть необходимо вычислить интеграл [image: image136.png]


Положим, что f(t) на рассматриваемом отрезке [a, b] не изменяется (f(t) ≈ const). Тогда [image: image137.png]


. Если [image: image138.png]


то получим формулу прямоугольников с центральной точкой[image: image139.png]I~ (b—a)-f(




Конечно, для константы приведенная выше формула точна — говорят, что построенная квадратурная формула будет точна на полиномах степени 0. Легко можно доказать, что формула прямоугольников с центральной точкой будет давать точное значение и в случае линейной функции. Для всех других функций эту формулу будем рассматривать как приближенную.
Если предположить, что функция f(t) на отрезке интегрирования [a, b] достаточно близка к линейной, то можно заменить приближенное значение интеграла i площадью трапеции с высотой (b - a) и основаниями f(a) и f(b). Тогда получается формула трапеций [image: image140.png](b — a) £l il
£AG),




В общем случае квадратурные формулы получаются при помощи интегрирования интерполяционного многочлена, аппроксимирующего подынтегральную функцию. Семейство квадратурных формул, получающихся таким образом, называется формулами интерполяционного типа (формулы Ньютона - Котеса).
Введем на отрезке интегрирования сетку, определим значения функции в узлах сетки. Узлы в дальнейшем будем именовать узлами квадратурной формулы (или квадратуры). Пусть, как и в задаче интерполяции, имеется совокупность узлов [image: image141.png]{ta Ny tn =a+n7,7 = (b—a)/N,t € [a,b]



. Пусть также задана таблица [image: image142.png]= {F(t) 1



. Отрезок [tk, tk + 1] далее иногда будем называть элементарным отрезком.Заменим подынтегральную функцию ее интерполяционным полиномом в форме Лагранжа. Будем полагать, что [image: image143.png]


Рассмотрим некоторые частные случаи.
Формула трапеций. На отрезке [tk, t k + 1] проводим замену подынтегральной функции интерполяционным полиномом первой степени: [image: image144.png]FO) = flt) + Lol ¢ g,

Frr1—tn



после чего, выполнив интегрирование по элементарному отрезку, получим приближенное значение интеграла на [tk, t k + 1]: [image: image145.png]I = Lty — &) [F(Brg1) + F(E6)] = 2 [F(trr) + F(20)] -




После суммирования интегралов по всем элементарным отрезкам [tk, tk + 1] получаем формулу трапеций для отрезка [a, b]:[image: image146.png]


На равномерной сетке (сетке с равноотстоящими узлами) при τk = τ = (b - a)/N полученная формула принимает вид [image: image147.png]170+ Fern)] = 5 (7 (00) 4 270 + 4 27 (ems) + (2]




Билет 4
МЕТОД   ГАУССА  РЕШЕНИЯ  СЛАУ
 Метод Гаусса является методом последовательного исключения неизвестных и относится к прямым (точным) методам решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ ) вида    
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или в матрично-векторном представлении  Ax=b  ,  (2)         
где            
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Метод Гаусса применим, если главные миноры матрицы 
[image: image150.wmf]A

 отличны от нуля:    
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Переобозначим  
[image: image152.wmf]

 EMBED Equation.2 [image: image153.wmf]a
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   Предположим, что элемент 
[image: image154.wmf]a
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  и назовем его ведущим элементом. Процесс исключения неизвестных состоит в следующем. Разделим первое уравнение в (1) на  
[image: image155.wmf]a
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. Умножая полученное после деления уравнение на коэффициенты при неизвестном 
[image: image156.wmf]x
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  в других уравнениях и вычитая   его последовательно  из остальных уравнений получим  СЛАУ 
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При этом проведено преобразование первого шага исключения по формулам
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Далее процесс повторяется и на  к-ом шаге в предположении, что ведущие элементы удовлетворяют условию
[image: image159.wmf]a
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вычисляем  коэффициенты  и правые части СЛАУ  эквивалентной  (1) по рекуррентным формулам
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          (5)
В итоге после выполнения 
[image: image161.wmf]n

-шагов осуществляется прямой ход метода Гаусса, в результате которого получаем СЛАУ с верхней треугольной  матрицей
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В матричной форме
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 (7)
Замечание.  Попутно в прямом  ходе при условии (4) можно вычислить определитель матрицы 
[image: image165.wmf]A
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Обратный ход метода Гаусса состоит из решения СЛАУ  (5) с треугольной матрицей так называемой обратной подстановкой по рекуррентной формуле
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  (9) В результате вычислений получаем вектор-решение СЛАУ  (1)   
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]

x

x

x

x

n

=

¢

1

2

,

,

,

.

K

Формулы (5), (8), (9) являются основой построения вычислительного алгоритма решения СЛАУ методом  Гаусса.
Билет 5

Итерационные методы решения СЛАУРассмотрим систему линейных алгебраических уравнений[image: image169.png]



Проведем несколько равносильных преобразований. Умножим обе части системы на один и тот же скалярный множитель τ, затем прибавим к правой и левой частям системы вектор [image: image170.png]


. Систему уравнений можно теперь записать в виде, удобном для итераций: 
[image: image171.png]u=Bu+F,



(2.15) где[image: image172.png]u=Bu+F,



 .[image: image173.png]


Теперь построим последовательность приближений к решению системы. Выберем произвольный вектор [image: image174.png]


 — начальное приближение к решению. Чаще всего его просто полагают нулевым вектором. Скорее всего, начальное приближение не удовлетворяет (2.15) и, следовательно, исходной системе. При подстановке его в исходное уравнение возникает невязка[image: image175.png]


 . Вычислив невязку, с помощью (2.15) можно уточнить приближение к решению, считая, что [image: image176.png]


По первому приближению снова вычисляется невязка, процесс продолжается. В ходе итерации получаем [image: image177.png]Uil =ug + 71, v =f — Aug



. Эквивалентная формулировка метода, называемого методом простых итераций, заключается в следующем. Решение (2.15) находится как предел последовательности [image: image178.png]{up,ug,us,



 приближений, члены которой связаны рекуррентным соотношением (оно эквивалентно приведенному выше, из записи исключен вектор невязки): [image: image179.png]ur+1 = Bu, + F,




(2.16)  [image: image180.png]


 (или любому произвольному вектору). Если предел такой последовательности существует, то говорят о сходимости итерационного процесса к решению СЛАУ. Существуют другие формы записи метода итераций, например[image: image181.png]


 (2.17) Канонической формой записи двухслойного итерационного процесса называется следующая: [image: image182.png]Dy #8228 4 Ay, = .





(2.18) При [image: image183.png]


 , τk = τ последняя формула соответствует однопараметрическому итерационному процессу — рассмотренному выше методу простых итераций. При [image: image184.png]


, [image: image185.png]


 — n-шаговому явному итерационному процессу, при [image: image186.png]


, τk = 1 — методу простой итерации без итерационного параметра. В случае, когда[image: image187.png]


 , итерационный метод называется неявным — для вычисления следующего приближения к решению придется решать (как правило, более простую, чем исходную) систему линейных уравнений.

Теорема (достаточное условие сходимости метода простой итерации). Итерационный процесс (2.16) сходится к решению [image: image188.png]


 СЛАУ [image: image189.png]


 со скоростью геометрической прогрессии при выполнении условия: [image: image190.png]


.
Доказательство. Пусть [image: image191.png]


 — точное решение системы (2). Вычитая из (2.16)-(2.15), получим [image: image192.png]ur — U=B(u_; — U),



 или, обозначив погрешность [image: image193.png]


 получим для эволюции погрешности уравнение [image: image194.png]


. Справедлива цепочка неравенств: [image: image195.png]lax = U = |lzx]| < |IB]| - |er=1]] q"||=z0|| = ¢"||ua — U],




 где [image: image196.png]


.Отсюда следует, что при[image: image197.png]


.

Из неравенства[image: image198.png]


  можно получить оценку количества итераций,необходимых для достижения точности ε, т.е. для выполнения условия [image: image199.png]Jug — U = ||=x|



. Эта оценка имеет вид [image: image200.png]k> (mm) /Ing




Методы Якоби, Зейделя Представим матрицу [image: image201.png]


 в виде[image: image202.png]D+ U,



(2.21) 

Где [image: image203.png]


  и [image: image204.png]


 — нижняя и верхняя треугольные матрицы с нулевыми элементами на главной диагонали, [image: image205.png]


 — диагональная матрица. Рассматриваемая СЛАУ может быть переписана в следующем эквивалентном виде: [image: image206.png]Lu+ Du+ Uu





Построим два итерационных метода [image: image207.png]Lu; + Dujy; + Uun =f



и[image: image208.png]


или, соответственно, [image: image209.png]


(2.22) и[image: image210.png]L
D)
L
U + (]
+D)

Wiy



(2.23) 

Очевидно, что эти формулы описывают итерационные процессы вида (2.16), если положить в (2.22) [image: image211.png]


или[image: image212.png]+D)™ + D)7t




Эти итерационные процессы называются методами Якоби и Зейделя . Представим их в компонентной записи. Метод Якоби будет иметь вид (перенесем итерационный индекс k вверх):
[image: image213.png]k
—(a12u5 + a13u5 + ... + arauy — f1)/a11,

«
—(anuf + azsuf + ...+ azauh — f2) /a2,

«
—(am1uf + anotf + .o+ G 1B — £2)/Cnn.




Метод Зейделя можно представить следующим образом: 
[image: image214.png]— (¢

—(a2u3 + @13u5 + ... + arnuy

—(azuf™ +axsub + ..+ azaul
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o
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Эти формулы легко выводятся, если учесть, что элементами матрицы D -1 являются [image: image215.png]


.

Билет 6
МЕТОД  ДИХОТОМИИ (ПОЛОВИННОГО ДЕЛЕНИЯ) Метод  численного решения уравнения с одним неизвестным
[image: image216.wmf]0
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Предполагается, что  f(x) непрерывная на отрезке [a,b] функция, принимающая на концах [a,b] значения разных знаков и имеющая внутри [a,b] единственный корень  
[image: image217.wmf]*

x

. Для получения такого условия проводится отделение корня то есть пределение [a,b] скажем графически. Для нахождения приближенного 
[image: image218.wmf]*
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 отрезок [a,b] делят пополам и вычисляют значение 
[image: image219.wmf])
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 в средней точке 
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 для последующего деления пополам выбирается тот, на концах которого значения функции различны по знаку. Возникающая в процессе такого дробления последовательность середин отрезков 
[image: image223.wmf],...
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 сходится к корню 
[image: image224.wmf]*
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 со скоростью геометрической прогрессии:
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В случае, когда функция f(x)  имеет на [a,b] более одного корня, последовательность будет сходиться к одному из них.
Билет 7
Разностная схема — это конечная система алгебраических уравнений, поставленная в соответствие какой-либо дифференциальной задаче, содержащей дифференциальное уравнение и дополнительные условия (например краевые условия и/или начальное распределение) 
Для того чтобы уравнения были как-то связаны с приближаемым дифференциальным оператором нужно, чтобы уравнения удовлетворяли многочленам. Если уравнения выполняются для всех многочленов степени не выше r с точностью до  (буквой h принято обозначать шаг сетки), то говорят, что разностная схема имеет r-тый порядок аппроксимации. Для Эйлера:
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В случае схем, коэффициенты которых не зависят от решения дифференциального уравнения, нужно выполнение условия устойчивости. Такие схемы можно представить как некоторый линейный оператор, который преобразует значения функции в момент t в значения функции в момент t+h. Условие устойчивости требует, чтобы собственные числа (вообще говоря комплексные) этого оператора не превосходили по модулю 1+ch, где с — некоторая константа, при h→0.
Разница между точным и приблеженным – погрешность, еси погрешность стремицо к нулю при н к бесконечности -> схема сходится
Билет 8
Метод Рунге-Кутта второго порядка и его алгоритм Этот метод заменяет (аппроксимирует) исходную задачу Коши (1) конечно-разностной задачей  (разностной схемой) доступной для решения на ЭВМ. Разностная задача в виде рекуррентного (в общем случае нелинейного векторного) одношагового уравнения имеет вид
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 (5)
Или в виде метода предиктор-корректор:
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 (6)
Этими методами  получают приближенное решение 
[image: image229.wmf]()
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 с точностью второго порядка в смысле 
[image: image230.wmf]()(),2,0,
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[image: image231.wmf]()
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 точное решение задачи Коши на сетке аргумента). Для построения  алгоритма задачи (6) следует: 1) выбрать число разбиений   N отрезка 
[image: image232.wmf][
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 c шагом сетки аргумента  
[image: image233.wmf]h

, исходя из заданной точности, скажем 
[image: image234.wmf]2
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,   тогда непрерывный аргумент t будет  заменен -
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 (8) назовем сеточным аргументом или просто сеткой, а точку 
[image: image236.wmf]k
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- узлом сетки; 2) построить сеточную функцию  
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. 3) Решение  будем получать по рекуррентной формуле (6) в виде последовательности аргумента и векторов -решений
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 (10)
Автоматический выбор шага сетки аргумента
Решение (1) методом  (2) с постоянным шагом может не обеспечить заданную погрешность в каждой точке отрезка 
[image: image240.wmf]]
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 - локальную погрешность.Поэтому определяют переменный шаг  
[image: image241.wmf]k
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, размер которого позволяет обеспечивать заданную точность приближенного решения (3) в каждой точке сетки аргумента. Это очень важно при резких изменениях функции-решения (1) . Алгоритм метода использует формулу правила Рунге для локальной погрешности в точке 
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  (11) где    p – порядок метода Рунге-Кутта,
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 – значение, полученное с шагом h в точке 
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– значение, полученное с шагом 
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в той же точке 
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Выбор 
[image: image249.wmf]k
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 осуществляется следующим образом. Если при некотором первоначально выбранным шаге h в точке 
[image: image250.wmf]1
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 погрешность оказалась 
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, то решение в такой точке неприемлемо. Тогда  берётся новый шаг  
[image: image252.wmf]2

/

h

h

=

, вновь проводится решение с 
[image: image253.wmf]h

 .В точке 
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[image: image256.wmf]10.5
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 определяется двойным просчетом  ). Погрешность 
[image: image259.wmf]()
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 вычисляется по формуле (11).  Таким образом,  для  получения (11) надо провести три вспомогательных решения.
Билет 9
Дана корректно поставленная линейная краевая задача для ОДУ 2-го порядка
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где 
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[image: image262.wmf]P
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 -- константы. Требуется найти приближенное решение с точностью  
[image: image263.wmf]e

 методом конечных разностей. Построение разностной схемы
1 .Аппроксимируется непрерывный аргумент сеточным аргументом
[image: image264.wmf].
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Шаг сетки аргумента h или число разбиений N выбираем из условий: заданной точности 
[image: image265.wmf]e

и порядка точности метода конечных разностей (далее второго порядка).
2.Аппроксимируются заданные непрерывные функции  
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 сеточными функциями
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3.Аппроксимируются дифференциальные операторы разностными операторами
[image: image268.wmf](
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4.Строится разностная схема для получения приближенного решения краевой задачи (1):

[image: image269.wmf]-
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  или после приведения подобных членов с неизвестными получим трех точечную разностную краевую задачу
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(2) где 
[image: image271.wmf]ï
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5.Полученная трех точечная разностная краевая задача решается методом прогонки с формулами: 
прямой ход
[image: image272.wmf]a
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  (3) (результаты : 
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 (3’) Получаемое решение:  
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 с точностью равной  
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Для построения  алгоритма задачи (2) следует выполнить следующее. 
1) Аппроксимируем непрерывный аргумент 
[image: image278.wmf]b
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 который назовем сеточным аргументом или просто сеткой, а точку 
[image: image280.wmf]i

x

- узлом сетки.
При этом N и шаг сетки аргумента  
[image: image281.wmf]h

, выбираем исходя из заданной точности 
[image: image282.wmf]e

и порядка точности метода 
[image: image283.wmf]2
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 2) Далее следует задать коэффициенты,  краевые условия и построить сеточную функцию  по формулам (2’) для применения   формул прогонки .
3)  Проводим решение по формулам прогонки  (3), (3’)
4) Решение  будем получать в виде одномерного массива сеточной функции
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      5) Если известна формула точного решения, то следует вычислить норму погрешности приближенного решения 
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Билет 10
Решение ищется в виде прогоночного соотношения un-1 = pnun + qn, n = 1, ..., N, где pn и qn — прогоночные коэффициенты, подлежащие определению.Левое краевое условие также записывается в виде прогоночного соотношения [image: image285.png]Gngn—
prdn=dn,




где p1 = c0/ b0, q1 = - d0/ b0 (заметим, что если A > 0 и B < 0, то b0 > c0, 0 < p < 1).
Получим рекуррентные формулы, позволяющие последовательно вычислить p2, q2, p3, q3 и т.д. вплоть до pn, qn.
Подставив равенство u n - 1 = pnun + qn в уравнение anun-1 - bnun + cnu n + 1 = dn, получим an(pnun + qn) - bnun + cnun + 1 = dn, или [image: image286.png]Gngn—
prdn=dn,




Сравнивая эту запись со стандартным видом прогоночного соотношения
un = pn + 1 un + 1 + qn + 1, видим, что для прогоночных коэффициентов должны выполняться равенства[image: image287.png]—d.
= @ngn—dn
Patl = oo, Gn4l = PI2TE



Эти формулы определяют прямой ход прогонки.Из краевого условия на правом конце отрезка интегрирования anuN - 1 - bnun = dn и прогоночного соотношения uN - 1 = pnun + qn находим величину un.
Далее последовательно вычисляются остальные неизвестные un  n = N - 1, ..., 1 un - 1 = pnun + qn. Это — обратный ход алгоритма прогонки.
исследуем его на устойчивость.Для этого рассмотрим вычисление прогоночного коэффициента pn (т.е. этап прямого хода прогонки). В идеальной арифметике этот коэффициент равен [image: image288.png]Pnt1




в конечноразрядной арифметике — ,[image: image289.png]g1 + A,
ntl



 где Δn+1 — погрешность, связанная с округлениями на всех предшествующих этапах вычислений. Полагая Δn + 1 малой, исследуем изменение этой погрешности с ростом n. Для этого запишем соотношение между Δn и Δn + 1 в виде
[image: image290.png]Pn.
+1+Ant1 = AT
et A.) T



где εn — погрешность вычислений правой части и машинного представления коэффициентов an, bn, cn. Следовательно, Δn+1 складывается из двух составляющих — локальной погрешности εn и наследственной Δn + 1. Полагая [image: image291.png]A, <€ pn



 при Δn > 0, pn > 0 и опуская члены порядка O(Δ2), получим оценку [image: image292.png]Prt1t Bnt1 B =0+ G a e On T én



Отсюда, учитывая, что [image: image293.png]Pnt1




получим требуемую оценку для эволюции погрешности[image: image294.png]Anpr = 22,
+1=22p7 1 An +Enyn




 (10.2) 
Теорема. Если выполнены условия диагонального преобладания [image: image295.png]


 и хотя бы для одной строки матрицы системы имеет место строгое диагональное преобладание [image: image296.png](|bn| > |an| + |ea|)



. Пусть, кроме того, 0 < p1 < 1. Тогда алгоритм прогонки устойчив. 
Док-во.Докажем утверждение теоремы для случая, когда во всех строках матрицы выполнено условие строгого диагонального преобладания.На случай нестрогих неравенств обобщение доказательства очевидно. 1.Пусть выполнено условие диагонального преобладания и 0 < p1 < 1.Для определенности положим an > 0, bn > 0, cn > 0. Тогда [image: image297.png]T > —=— = 0.

anpn © bn—an



Кроме того, [image: image298.png]—anpn " Gnten—anPn  cntan(l—pn)




откуда следует 0 < pn + 1 < 1.
2.Покажем, что [image: image299.png]L2 xlter,Ar= (14er)Ao+e



Для этого вспомним выражения для коэффициентов линейной системы, полученной при разностной аппроксимации исходного уравнения второго порядка.[image: image300.png]Gn-1/2
an =




Вернемся к выражению для эволюции погрешности (10.2). С учетом полученных оценок имеем [image: image301.png]JAVESY




Так как [image: image302.png]2 alter



то  где c — константа Липшица для функции g(t). Считаем, что на каждом шаге ошибка округления не превосходит предельного значения, т.е. [image: image303.png]


Из цепочки неравенств[image: image304.png]A2 < (L4er)Aotel+ (L+er)],
As < (L+er)Ap+e[l+ L +er)+(1+er)?],



будет следовать оценка [image: image305.png](14 er)"Ag 4 Gt=n)”e




Используя известные из математического анализа неравенства, последнюю оценку можно записать в виде[image: image306.png]Ap e mAg+ e " etn =ct.



При ct ∼ O(1) погрешности не накапливаются (для краевых задач это реальное условие), поскольку в расчетах [image: image307.png]


, где ε — машинный эпсилон (подробнее в лекции 1).Аналогичное утверждение доказывается и для второго прогоночного коэффициента [image: image308.png]Gngn
grdn=dn;

nt1



алгоритм устойчив при выполнении тех же условий.Покажем устойчивость обратного хода прогонки.При обратном ходе вычисления проводятся по формулам un=pn+1 un+1 + qn+1, откуда, учитывая, что [image: image309.png]


 и [image: image310.png]uM
uM ) = Unp1+ Anpr



 , получим Δn = p n + 1 Δ n + 1 + εn, где Δn — наследственная погрешность, εn — погрешность округления на n шаге. Очевидно, что обратный ход прогонки устойчив при выполнении условия 0 < pn < 1, или 0 < p1 < 1.
Билет 11
Далее рассмотрим методы приближенного решения интегрального уравнения Фредгольма II-го рода
[image: image311.wmf][

]

()()(,)(),,,

b

a

yxfxKxsysdsxab

l

=+Î

ò

(3.1) где  
[image: image312.wmf])
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– искомая функция-решение,
[image: image313.wmf](),(,)

fxKxs

– заданные непрерывные функции, 
[image: image314.wmf]l

 – параметр. 
[image: image315.wmf](,)

Kxs

– функция, которая называется ядром интегрального уравнения .  Предполагаем, что задача поставлена корректно.
Разностный метод Для построения разностного метода интеграл заменяется квадратурной формулой
[image: image316.wmf]0
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  (3.2) где   
[image: image317.wmf]y
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– погрешность квадратурной формулы, 
[image: image318.wmf]j

s

 – узлы квадратурной формулы,   
[image: image319.wmf]C

j

– коэффициенты квадратурной формулы.Отбрасывая погрешность квадратурной формулы получим приближенное уравнение
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 Для вычисления представляем
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 в виде сеточной  функции 
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   в узлах квадратурной формулы. Затем образуем систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
[image: image324.wmf]å
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. Решив СЛАУ, получим 
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 в узлах квадратурной формулы  
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. Для получения приближенного решения (1) в любых точках 
[image: image328.wmf][
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 может быть отличных от узлов (2), определяем интерполяционный многочлен по ядру интегрального уравнения 
[image: image329.wmf]*
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При этом выполняется основное условие интерполяции 
[image: image330.wmf]()
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.Погрешность метода зависит от погрешности квадратурной формулы.
b) Формула трапеций:
[image: image331.wmf]x
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Алгоритм разностного метода
1) Задание параметров 
[image: image332.wmf]l

 
[image: image333.wmf]a

, 
[image: image334.wmf]b

, 
[image: image335.wmf]m

, узлов и коэффициентов квадратурной формулы  
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При этом число разбиений 
[image: image338.wmf]n

 отрезка   
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 и шаг 
[image: image340.wmf]h

 выбирается с учетом требуемой точности результата 
[image: image341.wmf]e

 и порядка точности 
[image: image342.wmf]p

 квадратурной формулы. Так, если 
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2) Построение матрицы 
[image: image345.wmf]ij
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 и функции 
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3) Решение СЛАУ: 
[image: image347.wmf]f
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, скажем, методом Гаусса. Получаем  решение в узлах квадратурной формулы 
[image: image348.wmf]()
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4) Вычисление сеточной функции: 
[image: image349.wmf]*
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Билет 12
Будем рассматривать двухмерное уравнение Пуассона[image: image350.png]


в единичном квадрате[image: image351.png]


 с краевыми условиями первого рода на границе расчетной области Γ: [image: image352.png]


([image: image353.png]


 — заданная на границе функция).
В случае прямоугольной области граничные условия удобно записать в следующем виде: [image: image354.png]BEEE
R

888 g
LT R}



Для простоты выкладок введем равномерную расчетную сетку с узлами {xm, yl}, m, l = 0, 1, ... , M с равным количеством шагов по каждому пространственному направлению, сеточную область D — совокупность всех узлов сетки, включая граничные, и сеточную функцию {uml}. В этом случае шаги по координатам предполагаются равными. В случае неравных шагов по каждому направлению полученные результаты не изменятся, а запись уравнений станет более громоздкой.
[image: image355.jpg]o (m 1)
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Выбираем простейший пятиточечный шаблон разностной схемы "крест". На этом шаблоне аппроксимирующее разностное уравнение легко выписать. Для этого производные заменим вторыми разностями:[image: image356.png]UmimaZRmitlmits _ p
Umo1g—2umitumds 4 Umio1—2m
- iy




где h — шаг по координатам, или в операторной форме [image: image357.png]Atumi + Aot = fraty



здесь [image: image358.png]N
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Umji=172UmitUm 141

vs(lm),um( =

2 (1), U,

s

0i(Tm).



Эту же разностную схему можно записать в каноническом виде для разностных схем для эллиптических уравнений:[image: image359.png]Um—1,0 + U1 + Um =1 + Um i41) + B Fmi.

Uml




Такая схема обладает вторым порядком аппроксимации по обеим координатам. Это легко показать, применяя разложение в ряд Тейлора функции — проекции точного решения на сетку — вплоть до членов четвертого порядка включительно. Проведем такое разложение для одного из операторов, стоящих в данном разностном уравнении:[image: image360.png]


Здесь учтено разложение проекции точного решения в ряд Тейлора[image: image361.png]s
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и аналогичное разложение для um - 1 .
Для рассматриваемого двухмерного уравнения получим выражение для главного члена невязки [image: image362.png]At + Agtmy





Рассмотрим устойчивость полученной схемы. Отметим, что методы исследования на устойчивость, применяемые для эволюционных (зависящих от времени) уравнений, здесь не работают. Действовать приходится на основе определения устойчивости.
Сформулируем две леммы, которые облегчат процедуру доказательства устойчивости разностной схемы. 
Лемма 1.Пусть сеточная функция uml определена на сетке (xm, yl) (m, l = 0, ... , M) и во всех внутренних узлах сетки удовлетворяет уравнению [image: image363.png]YUm—10 = 2Umi + Um41,0 4 Ymima 2Uml + Um, 141
h2 h2

= fmts



причем во всех внутренних узлах сетки правая часть этого уравнения неотрицательная: [image: image364.png]fmi = 0.



 Тогда наибольшее значение сеточная функция uml достигает хотя бы в одной точке границы сеточной области. 
Лемма 2.Пусть сеточная функция {uml} определена на сетке (xm, yl) (m, l = 0, ... , M) и во всех внутренних узлах сетки удовлетворяет уравнению [image: image365.png]YUm—10 = 2Umi + Um41,0 4 Ymima 2Uml + Um, 141
h2 h2

= fmts



причем во всех внутренних узлах сетки правая часть этого уравнения неположительная:[image: image366.png]fmi < 0.



 Тогда наименьшее значение сеточная функция uml достигает хотя бы в одной точке границы сеточной области. 
Лемма 3 (сеточный принцип максимума). Каждое решение разностного уравнения Лапласа[image: image367.png]=0

Um—1,0 = 2Umi + Umt1l 4 Ymi1 = 2t + Um 41
h2 h2



достигает своего минимального и максимального значения на границе сеточной области. 
Введем норму сеточной функции как[image: image368.png][fetmst]| = mmace fuummi] -




Для доказательства устойчивости теперь надо доказать однозначную разрешимость разностной задачи для уравнения Пуассона с любой правой частью и любыми граничными условиями, получить оценку[image: image369.png]|Jazame ||




Здесь в правой части стоит норма правой части задачи, записанной в операторном виде, [image: image370.png]1Al = maxg [ foutl + maxc |@ml -



 Первый максимум в этой сумме берется по всем внутренним точкам, второй — по всем точкам сеточной границы.
Докажем однозначную разрешимость разностной задачи. Рассмотрим сеточное уравнение Лапласа с нулевыми граничными условиями. В силу принципа максимума такая задача имеет лишь тривиальное решение. Но сеточная система — это система линейных уравнений. Если система с нулевой правой частью имеет лишь тривиальное решение, то она однозначно разрешима при любой правой части.
Заметим, что в точной арифметике действие разностного оператора, приближающего дифференциальный оператор Лапласа, на произвольный полином второй степени совпадает по результату с действием дифференциального оператора — погрешность аппроксимации, как следует из приведенной выше оценки, будет нулевая. Рассмотрим вспомогательную функцию[image: image371.png]e

[82 = (22 + )] maxg [l + max Jomil,



где R — радиус окружности с центром в точке (0, 0) и включающей в себя рассматриваемую область. В данном случае [image: image372.png]


 
Индекс h означает, что рассматривается сеточная проекция мажоранты. Обратимся к сеточной функции [image: image373.png]Wl = Umi — PRy



 и применим к ней разностный оператор Лапласа. Получим [image: image374.png]Arttmt + Agtmt = frt + max | frmi]



 во всех внутренних точках области. Отсюда следует, что свое наибольшее значение рассматриваемая сеточная функция достигает на границе сеточной области в соответствии с доказанной леммой 1. Но, как легко убедиться, на границе области сеточная функция [image: image375.png]Wl = Umi — PRy



 принимает только отрицательные значения. Тогда [image: image376.png]Ul —
mi — PR, <0



 во всех точках сеточной области, включая граничные. Рассмотрим сеточную функцию [image: image377.png]Umi = Umi + P,



. Проведя такие же рассуждения, придем к неравенству [image: image378.png]Umi + PR, >0



 во всех точках сеточной области, включая граничные.Объединяя полученные результаты, находим
[image: image379.png]< h | <« L2 < <
[umt] < [Pl < $87 may |fmt] + max |omi],



откуда следует неравенство[image: image380.png]||t || < max(1, B2/4) ||f]| .



  Таким образом, устойчивость самой разностной схемы доказана.
Билет 13
Постановка задачи
Возьмём систему: [image: image381.png]


, где [image: image382.png]ain
A



 Или [image: image383.png]Tn
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И покажем, как её можно решить с использованием метода Гаусса-Зейделя.
Метод
Чтобы пояснить суть метода, перепишем задачу в виде:
[image: image384.png]any = —G1%p — G13T3 — ... — QipTn + by
2121 + ATy = —3T3 — ... = GgnTy + by
1171 + Qo122 + - - + Cp1)n1)Tn1 = —0(n-1)nTn + bn1

1Ty + Aoy + . o+ Gu—1)Tn—1 + CunTn = = by,




Здесь в j-м уравнении мы перенесли в правую часть все члены, содержащие xi , для i > j. Эта запись может быть представлена:
[image: image385.png]


где в принятых обозначениях D означает матрицу, у которой на главной диагонали стоят соответствующие элементы матрицы A, а все остальные нули; тогда как матрицы U и L содержат верхнюю и нижнюю треугольные части A, на главной диагонали которых нули.
Итеративный процесс в методе Гаусса-Зейделя строится по формуле [image: image386.png](L+ D)7 ) = —uz® +b, k=0,1,2,...



 после выбора соответствующего начального приближения[image: image387.png]70)



 .Метод Гаусса-Зейделя можно рассматривать как модификацию метода Якоби. Основная идея модификации состоит в том, что новые значения  используются здесь сразу же по мере получения, в то время как в методе Якоби они не используются до следующей итерации:[image: image388.png]()
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где [image: image389.png]



Таким образом i-тая компонента (k + 1)-го приближения вычисляется по формуле:[image: image390.png]P4
2+
§ cu § CijT; 2 pd, i

il





Условие сходимости
Приведем достаточное условие сходимости метода.
Теорема.
Пусть , [image: image391.png]


где[image: image392.png]—(L+D)y*'U, (L+D)*



  – матрица, обратная к [image: image393.png]


. Тогда при любом выборе начального приближия : [image: image394.png]


метод Гаусса-Зейделя сходится;скорость сходимости метода равна скорости сходимости геометрической прогрессии со знаменателем[image: image395.png]


 ;верна оценка погрешности: [image: image396.png]":E(k)

Z| = ¢" |7 -



.

Условие окончания
Условие окончания итерационного процесса Зейделя при достижении точности  в упрощённой форме имеет вид:[image: image397.png]" I(k+l)
—z®
< e



Более точное условие окончания итерационного процесса имеет вид[image: image398.png]| Az®
—bl<e



и требует больше вычислений. Хорошо подходит для разреженных матриц.
Билет 14
Постановка первой краевой задачи для уравнения теплопроводности в одномерной области по пространству x в каждый момент времени t: 
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(2)  
 Построение разностного метода решения задачи (1), (2).
Аппроксимируем заданную область 
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 сеточной областью(сеткой):
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где h, h – соответственно внутренние и граничные точки сеточной области, h,  - шаги сетки аргументов, 
[image: image404.wmf]s

- весовой параметр. Эти величины выбираются из условий заданной точности , порядка погрешности заданного варианта метода и его условия устойчивости. Вариант разностного метода определяется значением параметра 
[image: image405.wmf]s

 (см.далее).  Для аппроксимации дифференциального оператора, на сетке h выбираем шести точечный шаблон (рис. 1).
(x-h,t+)        (x,t+)         (x+h,t+)
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                               Рис.1. Шести точечный шаблон.
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На этом шаблоне строим приближение дифференциального оператора разностным:
[image: image406.wmf]21
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где  
[image: image407.wmf]2
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. Аппроксимируем заданные функции сеточными функциями             
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В результате замены в задаче (1), (2) непрерывных величин дискретными, получаем разностную схему с весами вида:
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где  
[image: image411.wmf](,)(,)
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 получаемая после решения разностной схемы сеточная функция  [image: image506.emf]
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 получаем различные варианты разностного метода. 
Билет 15
Постановка первой краевой задачи для уравнения теплопроводности в одномерной области по пространству x в каждый момент времени t: 
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Неявный разностный метод  (
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¹

s

).
Разностная схема (3) в индексном   виде образует неявный метод и  имеет вид
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Будем рассматривать эту разностную схему как рекуррентное уравнение по временному индексу  k. Тогда для определения решения на следующем шаге по времени 
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Здесь введены обозначения   
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Неявная разностная схема (4) безусловно устойчива. Погрешность метода 
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Формулы метода прогонки:
Прямой ход: 
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Билет 16
Первая краевая задача для уравнения колебания струны имеет вид
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     (2) Для построения разностного метода задачи (1), (2) аппроксимируем заданную об​ласть сеточной областью:
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где h, h - соответственно внутренние и граничные точки сеточной области, h,  - шаги сетки аргументов, которые выбираются из условий заданной точности , порядка по​грешности заданного метод  и условий устойчивости. На сетке h выбираем девяти то​чечный шаблон (рис. 1). 
Рис.1. Девяти точечный шаблон  
Разностная схема с весами на этом шаблоне имеет вид:
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. В (4) введены обозначения:
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 Уравнение  (4) имеет погрешность аппроксимации 
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  (*) аппроксимирует первую производную 
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Неявный метод Будем определять приближенное решение по временным слоям. Для определения реше​ния на следующем слое по времени 
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  (6) Здесь введены обозначения   
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Решение на k-м временном слое обозначим как  
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Разностная схема (6) при каждом k решается методом прогонки.
Для решения трех точечных краевых задач  (6) следует  использовать метод прогонки с формулами:
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Билет 17
Первая краевая задача для уравнения колебания струны имеет вид
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     (2) Для построения разностного метода задачи (1), (2) аппроксимируем заданную об​ласть сеточной областью:
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где h, h - соответственно внутренние и граничные точки сеточной области, h,  - шаги сетки аргументов, которые выбираются из условий заданной точности , порядка по​грешности заданного метод  и условий устойчивости. На сетке h выбираем девяти то​чечный шаблон (рис. 1). 
Рис.1. Девяти точечный шаблон  
Разностная схема с весами на этом шаблоне имеет вид:
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. В (4) введены обозначения:
[image: image509.wmf]k

n

i

n

k

,

,

,

1

=

=

 EMBED Unknown 
[image: image478.wmf]11

(,), , (,), (,).

kkkkk

yyxtyyy(t,x)yyyxtyffxt

tt

ÙÚ

+-

=+====-==



 EMBED Equation.3 
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Явный метод 
[image: image492.wmf](0)

s

=

 Метод устойчив при  выборе  шагов сетки аргументов: 
[image: image493.wmf]h

t

<

Будем определять приближенное решение по временным слоям. Для определения реше​ния на следующем временном слое 
[image: image494.wmf]1

k

i

y

+

 из предыдущего
[image: image495.wmf]k

i

y

, надо решать  рекуррентное уравнение при каждом k начиная с 
[image: image496.wmf]0

k

=

по алгоритму:  начал. усл.
[image: image497.wmf]12

000

0

(),   0,,                      

0

()()0.5(()(,0)),

tt

ì

==

ï

í

ï

¢¢

=+++

î

iiiii

yuxiN

ii

yuxuxuxfx

      (6)

[image: image498.wmf]0,1,

0

=-

kn

   изменение временных слоев;  граничные  условия;
[image: image499.wmf]11

01201121

(),(),(),()

--

--

====

kkkk

kNkkNk

yutyutyutyut

;  
уравнение получения решения на  k+1 – м     временном слое: 
[image: image500.wmf]1122

(2),1,1.

ttj

+-

=-+L+=-

kkkkk

iiiii

yyyyiN
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